السنة الثالثة من التعليم الثانوي العام و التكنولوجي 


الشعبة: 
» تسيير و اقتصاد 
إشراف و تأليف 
جمال تاوريرت مفتش التربية والتكوين 
المؤلفون: 
لہ محمد فاتح مراد مفتش التربية والتكوين 
لہ محمد قورين مفتش التربية والتكوين 
ل. عبد الحفيظ فلاح أستاذ التعليم الثانوي 
ل. عبد المؤمن موس أستاذ التعليم الثانوي 


له غريسي بلجيلالي أستاذ التعليم الثانوي 


2011-2 
MS : 1312/07 


ردمك : 8 - 522 - 20 _ 9947 978 : ISBN‏ 
رقم الإيداع القانوني : 2007 _ 120 : alچlé Dépot‏ 


مصادق عليه من طرف ججنة الاعتماد والمصادقة للمعهد الوطني للبحث 
- وزارة التربية الوطنية - وفق القرار رقم 1336 /م.ع/ 2008 بتاريخ 


0 


E مدخل‎ TEH 

أعد هذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنهاج الجديد الخاص بالسنة الثالفة 
الثانوي العام و التكنولوجيء شعبة التسيير و الاقتصاد و الذي شرع في تطبيقه لام 
الدخول المدرسي 7 - 2008 . 


بالإضافة إلى الاحترام التام للمنهاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجيهات الواردة فيه 
كما حرصنا على تجسيد المقاربة بالكفاءات التي بني عليها من خلال اختيار أنشطة مناسبة 
سواء عند مقاربة مختلف المفاهيم أو عند إدماجها. ضف إلى ذلك الاهتمام بالبرهان 
الرياضي و استعمال تكنولوجيات الإعلام و الاتصال. 
يحتوي الكتاب على عشرة (10) أبواب تمت هيكلتها بنفس الكيفية على النحو التالي: 
ه عرض للكفاءات المستهدفة إضافة إلى نبذة تاريخية. 
٠‏ أنشطة تمهيدية. 
© الدرس. 
٠‏ طرائق و تمارين محلولة. 
© أعمال موجهة. 
٠‏ استعد لليكالوريا. 
©» تمارين و مسائل. 
» اختبر معلوماتك. 
أردنا أن نجعل من هذا الكتاب وسيلة عمل ممتعة و ناجعة في آن واحدء نتمنى أن 
يسمح لكم من التحضير الجيد لامتحان نهاية السنة كما نرجو أن يكون حافزا لكم عل 
مواصلة دراسات عليا. 


و كون هذا العمل إنجازا بشريا فإنه لا يخلو من النقائص» و عليه فإننا نرحب بكل 
بانتقادات القراء التي تهدف إلى إثراء و تحسين الكتاب و هم مشكورون مسبقا 


الباب9: الإحصاء 


الباب10: الاحتمالات 
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الكفاءات المستهدفة 
2 تبيان أن متتالية محدودة من الأعلى» محدودة من الأسفل أو محدودة. 
| # التعرف إن كانت متتالية رتيبة. 


| # تبيان إن كانت متتالية متقاربة. 


© التعرف على متتالية معرفة بالعلاقة التراجعية ط+ ,/» = ,,,10. 


@ البرهان بالتراجع على صحة خاصية في حالات بسيطة. 
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بن يحيى السموعل المغربر 


بالمغرب و قد نشأ في بيئة علمية » فقد > 


امن علماء الرياضيات ومن ثم فقد شجعه 


انية من الباب الرابع 


و ستبرهن على ما قاله الكرجي و 


نصلحه بعد أن نقدم على 


القديمة يما لم يهتد إليه من انتهى إلينا خبره من المتقدمين. 


ينا إذا كانت أعداد مبتدئة من الواحد متوالية على النظم الطبيعي فإن مجموع مربعاتها 
مساو لمجموع تلك الأعداد مع ضرب كل واحد منها في العدد الذي يليه قبله. 
و يقصد السمومل - رحمه الله - المساواة التالية : 

2 لم‎ 020 =D 
. توفي السموءل المغربي حوالي عام 1174 م‎ 


إلى أخرى. في سنة 2005 بلغ عدد سكان كل مدينة من المدينتين 4 و 8 6000 تسمة. 

1. نمذجة الوضعية 

رمز ب ,: إلى عدد سكان المدينة 4, و بب ١,‏ إلى عدد سكان المدينة 8 خلال السنة +2005 . 
۰ عین 1 و ر۷ ثم أحسب ,11 و ,۰۷ 
٠‏ أوجد علاقة بين ٠,‏ و ,/:. تحقق أن المتتالية ( )٠,‏ متتالية حسابية يطلب تحديد أساسها . 
٠‏ عبر عن ,» بدلالة . 
ه أوجد علاقة بين ,, ۷ و ٠١,‏ تحقق أن المتتالية ( , )١‏ متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها و. 
ه عبر عن ,۷ بدلالة 0. 
» قارن بين عددي سكان المدينتين ۸4 و 8 في سنة 2010 . 


2. التخمين باستعمال مجدول أو حاسبة بيان 
٠‏ باستعمال حاسبة بيانية أحجز المتتاليتين ( )٠,‏ و ( )٠,‏ و ذلك باستعمال_( )1 7611.8/0) بالنسبة 


للحسية مه و ( 567 12006) بالنسبة للحاسبة 77. 
٠ه‏ أنجز جدولي المتتاليتين كما في الشكل المقابل. 


دعن آي سه ید 


نعتبر المتتالية (,/:) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 7 بحدها العام 


2n +3‏ 
1. أتجز ورقة الحساب أدناه بحجز قي السطر 1 قيم #و في السطر2 قيم ,): ثم أنشئ سحابة النقط المناسبة. 
1 له عدت 3 2 FETs‏ 


A i‏ ا 


2. ضع تخمينات حول المثتالية (,/:) 


إشااء > 1 1 
3. أدرس إشارة كل من = ,#2 و = ,/. ماذا تستنتج ؟ 


4. أدرس تغيرات الدالة / المعرفة على المجال ]-+:0] ب اد ٍِ -[) / ثم شكل جدول تغيراتها.. 


5. هل تخميناتك صحيحة ؟ 


ا ۶ 


(1-م2)+ ... +1+3+5- رى 

1 العف كه 5و ركه 

2. أنجز ورقة الحساب المقابلة بإتباع الخطوات التالية: 
* أحجز قي العمود 4 الأعداد الطبيعية الفردية الأولى. 
* أحجز في الخلية 81 | (5451:1) :50/1/11 > | و ذلك باستعمال الوظيفة 
:5 في مجدول اکسال. 
* بعد تحديد الخلية 81 اسحب إلى الأسفل للحصول في كل مرة على المجموع ,5 

3. ماذا تلاحظ ؟ ضع تخمينا. 

4. أثبت صحة تخمينك. 


الجزء الثاني: نهدف في هذا الجزء إلى إيجاد خاصية (7) 7 متعلقة بالعدد الطبيعي 7 يحققها المقداران ,,© و ,8 


"+ ... +1+2+3= يه و 5و ... +3 +22 +:[- ,8 


2. أنجز ورقة الحساب المقابلة بحجز الأعداد الطبيعية غير المعدومة الأولى في 
العمود 4.؛ حجز مجموعها في العمود 8 › حجز مكعبات الأعداد الطبيعية 
غير المعدومة الأولى في العمود © و حجز مجموعها في العمود /.. 


يتح امتح تنمدا حول الخلسية (7) 2۶ 


تحقق أن الخاصية ()/ صحيحة من أجل 1ع » 


. بفرض الخاصية (۸) / 


بيحة من أجل عد 


في رأيك هل أثبتت صحة التخمين ؟ ضع خلاصة. 
نقول عن الخاصية (7) ۶ أنها وراثية. © 


في أول جانفي 2000 أودع نبيل 100002۸4 بينك يقترح فائدة مركبة نسبتها 5% سنويا. بالإضافة إلى ذلك فإنه يودع 
في كل أول جائفي من السنوات الموالية مبلغ 2000124 . نرمز يب ٨,‏ إلى رصيد تبيل أول جانفي من السنة +2000 
1. عين ۾ ثم تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي » 2000 + ,1,05 > رراا: 
2. بين أن المتتالية( ,») ليست لا حسابية و لا هندسية. 
3. نضع من أجل كل عند طبيعي ‏ › 40000+ ,1= ,۷ 
٠‏ بين أن المتتالية( , ۷) هندسية أساسها1.05. أحسب ٠١,‏ ثم ,۷ يدلالة ۸ 
» کم يكون رصيد نبيل في سنة 2010 ؟ 


د الحسابية : _-2 
| تعريف: نقول أن المتتالية (,,:) متتالية حسابية حدها الأول ٠»‏ و أساسها” ( ٣‏ عدد حقيقي ‏ 
0 إذا و فقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي :7+ ,14 = ب14٠‏ 

ذا كانت (,/1) متتالية حسابية أساسها” فإنه من أجل كل عددين طبيعيين 7, و «رء 
«(مدم)ج u, =u,‏ 


حالات خاصة: ۲ + u, =u,‏ و 1(۳- )+ د ,ند 
خاصية2: إذا كانت )٠,(‏ متتالية حسابية فإن: 


|[ )1+( = ,+ ,+ ممع ل FU‏ ولاح S‏ 
بصلقة عامة: الحد الأخير + الحد الأول 
×(عذد الحدود) - 5 
2 


خاصية3: تكون الأعداد 5:4 و» بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية حسابية إذا و فقط إذا 


كان 20 =+ . يسمى العدد / الوسط الحسابي للعددين © و©. 


2. المتتالية الهندسية 1 
تعريف: نقول أن المتتالية (,٠)متتالية‏ هندسية حدها الأول./: و أساسها 4 ( 4 عدد حقيقي ) 1 


إذا و فقط إذا كان أن من أجل كل عدد طبيعي 7: 
ها ۾ فإنه من أجل كل عددين طبيعيين ۸ و » 


«HU, =, “وك‎ 
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خاصية1 : إذا كانت (,) متتا 


حالات خاصة: "ونع ,4 و "4× د را 
خاصية2: إذا كانت (,) متتالية هندسية أساسها ي يختلف عن1 فإن: 


E 


الأساس أس عدد الحدود - 


S =u + + 


بصفة عامة: 
×(الحد الأول) = 5 


الأساس - 1 
حالة خاصة: إذا کان 1= ۾ فين ,1(0+ )= ,سن ,»+ 


إذا و فقط إذا كان 0= × . يسمى العدد 0 الوسط الهندسي للعددين © و 


u,=-3)0(+2=2 1‏ و 1-- 2+()3-د ان 
2. لدينا من أجل كل عدد طبيعي › 3- -[2+ «3-] - [2 +(1+ «)ق-] = ماسب 
نستنتج هكذا أن المتتالية ( )٠,‏ حسابية أساسها 3- - 7. 


١ الات‎ 5 


تمرين محلول2:( )١,‏ متتالية هندسية معرفة على "۷ حدها الأول 3= ٠,‏ و أساسها 2 - و. 

1 أحسب ر۷ ورو۷. 

2. أحسب. بدلالة ر الحد العام , 

3. أحسب» بدلالة ر المجموع , ۷+. 
الحل: 

3 


۷ 


.S=v ++ 


نفرض أن © نسبة تزايد السكان سنويا بهذه المدينة ثابتة. 
1. عين © نسبة تزايد سكان المدينة. 
2. كم سيكون عدد سكان هذه المدينة سنة 2030 ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات. 
: يتم نمذجة المقادير التي تتغير بنسية ة ‏ بمتتالية هندسية أساسها +1= 04 
الحل: لترمز بب ٠»,‏ مثلا إلى عدد سكان المدينة السنة #+2005 و منه 3000= ,ا و 3630- ولاء 

1. بما أن نسبة التزايد © ثابتة قإن اللأقة بين عدد السكان خلال السنة +2005 وعدد السكان خلال السنة 
هي: ,+ ,= ٠,‏ أي ۵(٠,‏ +1 ) = ,,». نستنتج أن المتتالية ( )٠,‏ متتالية هندسية أساسهاج +1= 4 


لدينا إنن »= ر و منه = ي. نجد هكذا 1,21= ې و بالتالي 1,1= و نستنتج أن 10% 


7 
ش 2. تلاحظ أن 2005+25 = 2030 . لدينا ** وعدى بنك پر و مته *1.1(2) 3000 ح بر 
يكون عدد سكان المدينة ستة 2030 حوالي 32500 تسمة. 


مثال: لتكن (,) المتتالية المعرفة من أجل 
كل عدد طبيعي 7 غير معدوم بب: 


u, 2 5 ورمنه‎ 2<3 RE 
7 
.5 داشت أن (,ن)| مفدودة من الأعلى يب‎ 


من أجل كل من ۸١"‏ 30 و منه2 < ,12. نستنتج أن(,1) محدودة من الأسفل بب 2. 
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ات المحدودة و المتتاليات الرتيبة 
1. المتتاليات المحدودة 
تعاريف: (,») متتالية معرفة على . 

1. القول أن المتتالية ( )٠,‏ محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقي 4. حيث من أجل كل 
عدد طبيعي ٠7‏ 4 > ,/: . نقول أن 4 عنصر حاد من الأعلى. 

2. القول أن المتتالية ( ») محدودة من الأسفل يعني وجود عدد حقيقي 8 حيث من أجل كل 
عدد طبيعي 7 : ,1> 8 . نقول أن 8 عنصر حاد من الأسفل. 

3. القول أن المتتالية (,):) محدودة يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من الأسفل. 


ر 
n‏ 


23 
ELL 


ألدينا من أجل كل" من "11 5 > >٠,‏ 2 نستنتج أن المتتالية محدودة. 


ملاحظة: العدد 5 عنصر حاد من الأعلى ل( ,) . كل عدد حقيقي 4 أكبر من 5 هو كذلك عنصر حاد من آلأعلى 
هن 


لية[_/) ( نفس الملاحظة بالنسبة للعنصر الحاد 


الأسفل ). 
2. المتتاليات الرتيبة 
تعاريف: (,”) متتالية معرفة على . 

1. القول عن( ) أنها متزايدة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي 207 ,11< ,لاه 
القول عن ( ,,/:) أنها متناقصة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي 20 ,14> 
3. القول عن( ,/) أنها ثابتة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي 27 ,1= رى,/اء 
4._القول عن( ,/) أنها رتيبة يعني أنها إما متزايدة و إما متناقصة. 


2 
n +4‏ 
من أجل كل عدد طبيعي د : 0> چ چ و بالتالي من أجل كل عند طبيعي ب« :0 >2- ,ل أي 2> .. 
إذن المتتالية (,/:) محدودة من الأعلى بالعدد 2 . 
+n+9 , e E e 9‏ م 
تمرين محلول2: لتكن (,) المتتالية المعرقة على *17 بحدها العام: ”+۳۳ 
0 
أثبت أن المتتالية (,:) محدودة من الأسفل بالعدد 7. 


3-م) 


الحل: 2- 


-2-,/ة ومنه 


الحل: نجد بعد الحساب: = 7- ,» و منه من أجل كل من *أكل. 0< 7- ,» أي 7< ,لاء 
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نستنتج أن المتتالية (,/) محدودة من الأسفل بالعدد 7. 


تمرين محلول3: أدرس اتجاه تغير المتتالية (,) المعرفة على 11 بحدها العام 


الحل: لتكن / الدالة المرفقة ية (,/) و المعرفة على ]هه +,0] بب: 


3+ 
ة ۶ قابلة ل (2x1)‏ —)3+ (2 
الدالة ٣ر‏ قابلة للاشتقاق على ]مه +.0] و لدينا: كس للا =( 4 
الة / قابلة للاشتقاق على ]ده +.0] E‏ 2 )78 : 
من أجل كل × من ]ەە +.0] 0 < ( / و منه / متزايدة تماما على المجال ]م +.0]. نستنتج أن (,:) متزايدة. 


2n-1 3 5 23 8‏ 5 
تمرين محلول4: أدرس اتجاه تغير المتتالية (,/:) المعرفة على "¥ كما يلي: 52 00 | 
الحل: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم بين ادف و 1 | 

03 
ال 0 9 
للجم)2 متك م2 و 2+1 _ الزلجه)2 tı‏ 
لسك وا مه د لل ص لفق 
a2 uw, Ix3xSx..x(2n =1)‏ (2)5+1 # 
2x4x6x...x 2n‏ 
ما لے 2 +> سيرد من رب اغنك رمه روسك 
272 7 0 


و بما أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدرم 1 0 < ,ا فإن ,> ,۰ 


نستنتج هكذا أن المتتالية (,4) متناقصة. 
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ع اك د E‏ 


» ندرس دائما نهاية متتالية عند + و غالبا ما يطلب دراسة تهاية متتالية بدون التحديد عند «م4. 
٠‏ إذا لم تكن متتالية متقاربة تقول عنها أنها متباعدة. 
سقال: لتكن (,») المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم بب: 3= 
يمكن إثبات أن ,/: يبقى قريب من 3 بالقدر الذي نريد بشرط أن يكون « كبيرا بالقدر الكافي. نستنتج أن المتتالية [,)4)) 
تتقارب نحو العدد 3 و 3= ,4 13 
2. المتتاليات ذات الحد العام ( ۸ ) “رح .)1 
اخاصية: يمثل » عددا حقيقيا ء -٠«‏ أو + . ( ,/) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي 77 
بحدها العام (77) /= ,» حيث / دالة معرفة على المجال .]0;+٥|‏ 
إذا كانت ے =( ¢( / lim‏ فان = lim tt,‏ 7 


ملاحظة: العمليات على النهايات الخاصة بالدوال تبقى صحيحة بالنسبة للمتتاليات. | 


0 نا لان 


3. الرتابة و التقارب 


مبرهنة: () إا کان |> و>|- فإن 0= ”و صا . 
(2) لاا کان ادن قن ۱= “و صفاے. 
(3) إذاكان 1< ۾ فإن oo‏ = "و lim‏ 
(4) إذاكان >-١‏ ۾ فإنه ليس للمتتالية ("0) نهاية. 


2-5» +1 


نلاحظ أن (۸) “رح ٠,‏ حيث / هي الدالة المعرفة على ]-+:0] بي ج( 


2-2 سنا =( / صا وهته 2ح صا 
کے د سم 
نستنتج أن المتتالية ( ,) متقاربة و تتقارب نحو العدد 2 . 


.تمرين محلول2: نعتبر المتتالية(,٠)‏ المعرفة من أجل كل عدد طبيعي « كما يلي : + 2= ر 


هل المتتالية( ,:) متقاربة ؟ 

الحل: 

تلاحظ أن )١(‏ “رح ٠,‏ حيث / هي الدالة المعرفة على | +:0] بب + 2= رع نل ( 
x +2‏ 
: 
لديتا ا صخا و 0+ = 22 صززا. نستنتج أن 00+ =( ») "رسلا 1 
x +2‏ > ا 

و بالتالي فإن 0+ = ,/ظنذاء 0 
نستنتج أن المتتالية,/8) غير متقاربة. 0 
تمرين محلول3: (,:) متتالية هندسية أساسها - ۾ و حدها الأول 2 -,/1. 0 
تضع. من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ كما يلي + ...+ ,1+ = ,كد ۰ ر 
: 
4 عبر عن ٠,‏ بدلالة  «‏ ثم أدرس نهاية المتتالية [,/4) ٠‏ م0 
5. عبر عن ,$ بدلالة ‏ ثم أدرس نهاية المتتالية ( ,؟) . ا 

الحل: 


5. من أجل كل عدد طبيعي ۰ 


EOD esa 


ا 
بما آن اشع فان 0 | زا تج أن 0= ,ل و مكذا إن تة( عر | 
3 3 | 
) 1 
3 


5 
بما أن كعد فان 0- 6 1زا > نستنتج ن 6ح ٠ lim S8,‏ 
و هكذا فإن المتتالية ( ,5) متقاربة نحو 6- 


اعد 13 


الخاصية * 7-7 مضاعف للعدد 3 * متعلقة بالعدد الطبيعي 7 . نستعمل الاستدلال بالتراجع. 
المرحلة 1: من أجل 0 -م, >0=0=3×0- 0 و مته 05-0 مضاعف للعدد 3. 
نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل 0 = 7. 
المرحلة 2: نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي 7 حيث 0 < 7 
أي: 7-7 مضاعف للعدد 3. 
تضع 7-34 حيث ۸ عدد طبيعي . و منه + 36 = ر 
و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 7+1 أي [1+ «)- "(1+ )| مضاعف للعدد 3 


3K + زم‎ +3? + 2 


(n+1)' (لجم)-‎ - Ff +3? +3n+1—n 

(n+) =(n+1)= 3k +3? +3 = تسجع)ة‎ +n) 

و و بما أن (« + 2+ 3)۸ مضاعف للعدد 3 نستنتج أن (۸+1)- '(1+«) مضاعف للعدد 3 . 
الخلاصة: من أجل كل عدد طبيعي 7-7 مضاعف للعدد 3 . 


| تمرين محلول2: (,4) متتالية حدها الأول 4= ,: و من أجل كل « من ل 1- ,1 


1. برهن بالتراجع أن المتتالية( ,؛) متناقصة. 
2. برهن بالتراجع أن المتتالية ( ,) محدودة من الأسفل بالعدد 2- .ما ذا تستنتج ؟ 
الحل: 


. البرهان على أن( ,/:) متناقصة إلى إثبات أنه من أجل كل 77 من آل ,لاك ا (0 5 ,لات رو,/ة)؟ 


المرحلة 1: لدينا اود ,1 و منه ,/:> ,1. نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل 0 ٠7‏ 


المرحلة 2: نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي 7 حيث 0 < 7 أي ,اك با 
و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 1+« أي ,.,/1ك يرات 


E Sk 1 1‏ 3 
لدیلا ,لاك ږا و مله 1- ااج > 1- ج أي ړک د ٠‏ و منه فالخاصية صحيحة من أجل 1+ 7. 


الخلاصة: من أجل كل 5 متناقصةء 
2. البرهان على أن( ,/؛) محدودة من الأسفل بالعدد 2- يؤول إلى إثبات أنه من أجل كل در من ل2 > 51/9 

المرحلة 1: لدينا 4= ,4 و سئه 2-< .٠‏ نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل 0 =1 

المرحلة 2: نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي / حيث 0 < أي 2-< ,ت 
ا ا ا من ليله لمم أي 2-2 ,۰ 


الدينا 2-< ,» و منه )2(2 >1 ,1 أي 2-< ٠,‏ و منه فالخاصية صحيحة من أجل 71+1 


1 
ا 


القلاصة: كد , و امنه المتتالية ( ,) محدودة من الأسفل بالعدد 2- 
نستنتج من السؤالين السابقين أن المتتالية ( )٠,‏ متقار: 
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ل درآسة المتتاليات من الشكل + ,ا = ,4( 20 ) 
(,) متتالية حدها الأول ,٠ء‏ و من أجل كل عدد طبيعي ۰ظ + ,14ت = ,1 حيث ۾ و ۵ عددان 
نلاحظ أن (,») “رح ر,,» حيث / هي الدالة التألفية: + جه جم عد. 
1. الحالة الأولى 1 - ته 
» من الواضح أن ( ,/) متتالية حسابية أساسها 6 و لدينا من أجل كل عدد طبيعي » = ,»ا ٠14,‏ 
١‏ نستنتج أنه إذا كان 0> ط تكون )٠,(‏ متناقصة: إذا كان 0 < 6 تكون )٠,(‏ متزايدة وإذا كان 0= ۵ تكون (,4) ٿا 
و إذا كان 0 < م فإن += ,»واا . 


ه لدينا + ,= ,× و منه إذا كان 0 > ظ فإن هت ,4 


2. الحالة الثانية | 4 
» لدراسة اتجاه تغير المتتالية( ,/:) ندرس إشارة الفرق ,/- ,,,/: من أجل كل عدد طبيعي . 
لدينا من أجل كل عدد طبيعي › (طج+ ,_,»)-(ط+ ,بمم) = ,نس يرا آي ( ,0 ,)= ,اند 2 
317 ال وا تن س درد (٠‏ 
تقوم بالضرب طرف في طرف و بعد عملية الاختزال نحصل على: 
ماسولا 


r. a" (ıu) 


* إذا كان 0 < ۾ أي إذا كانت الدالة / 


إشارة الفرق م1- ,/: هي التي تحدا 
متزايدة: متناقصة أو ثابتة. 


a (yi)‏ = ياوها 


(,»- ماه - مسرن 


نتيجة: إذا كانت متتالية ( )٠,‏ تحقق العلاقة ( ,») “رح ,ا و كانت الدالة / متزايدة تكو 
المتالية( ./») رئيية و إشارة ,/:- ٠‏ هي التي تحدد إذا كانت (,») متزايدة متناقصة أو 
0 


٠‏ لدراسة تقارب( ./7) نعتبر المتتالية ( ,/) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي :7 بحدها العام 


* إا كان 0 > ۾ أي إذا كانت الدالة / متناقصة تما 


لكل كد کییمی :۰ ,=( ]هسك م > هد 
-a 1‏ 1-6 

و منه المثتالية( ,۷) متتالية هندسية أساسها » و حدها الأول م ۷ء 

الدينا من أجل كل عند طبيمي ہر "۵ ×= ۲ و پیا لن + ريات يد فان 


إذاكان 1>>1- فن 0= ۵ روزا و مده 2 = ر اا . تح أن( 
RL Tag as‏ 


1 أتبت أن المتتانية ( ,«) متتائية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 
2. لصب + بدلالة 6 ثم أستنتج ,ا بدلالة + 

3 بين أن المتتالية| :) متقاربة محددا نهايتها. 

4 أدرس تجاه تغير المتنالية [,) - 


ج) نفرض 6 = +.. آدرس اتجاه تغير المتتالية ( /) - 


يظهر أن المتتالية ( ,/4) ثابتة. 


أ 
ا 
ا 


0م أي 3= ,ا و تبرمن صحتها كن 0 


تة ن الخاصية صحيحة من أجل 1+ ٠‏ 


من أجل كل عدد طبيعي 7 . إن( ,ا) ق 


4 تلاحظ أن (./) / حيث ۱2 5 / بما أن 0< ر >o‏ 0 


قإن المتثالية [ /] متزايدة 
۱ ج) 4=6 و مته 6دىن. 


مان 1<0 و 0> ,تبه (2-= ٠‏ )فين ية( ي/ة) متاق 
5 598 1 ولا 15 


في أول جانقي ٠2005‏ بلغ عدد سكان إحدى المدن 000 100 نسمة. 
ملاحظة: ( الفرعان 1 و2 مستقلان ) 
1. تفرض أن عدد سكان هذه المدينة يرتفع سنويا بنسبة قدرها 3% و ترمز بب ,)1 إلى عدد سكانها في 
من السنة +2005 حيث 7 عدد طبيعي. 
٠ه‏ ماهي قيمةى/: ؟ أحسب ,1 و ر1٠‏ 
٠‏ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ ,1,036 > ,,. استنتج طبيعة المتتالية (,/4) ٠‏ 
ه٠‏ عبر يدلالة ‏ عن ,14 
٠ه‏ كم يكون عدد سكان المدينة في أول جائفي 2010 ؟ في أول جانفي 2025 ؟ (تدور النتائج). 
٠‏ باستعمال حاسبة بيائية عين ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة 000 200 نسمة ؟ 
2. نفرض أن عدد الوفيات هو نفسه عدد الولادات بهذه المدينة إلا أنه و نظرا لنشاطها الاقتصادي المتميز فإن 
0 شخص إضافي يستقرون بها ستويا. 
نرمز بب ٠,‏ إلى عدد سكانها قي أول جائفي من السنة +2005 حيث ١‏ عدد طبيعي. 


٠ه‏ ماهي قيمة ر ؟ أحسب ,۷و ر۷. 


ه عبر عن ,۷ بدلالة ,۷. استنتج طبيعة المتتالية ( ٠),‏ 
٠‏ عبر بدلالة ۸ عن ,لاء 
٠‏ كم يكون عدد سكان المدينة في أول جانفي 2010 ؟ في أول جانفي 2025 ؟ (تدور النتائج) 
» ابتداء من أي ستة عدد سكان هذه المدينة 000 200 نسمة ؟ 
© [تطور نسبة الزبائن . ٠‏ 
بلغ عدد زبائن أحد مستوردي السيارات 1000 زبون خلال سنة 1999. لاحظ المستورد في السنة الموالية 
أنه احتفظ بنسية 4096 من زبائنه و أضيف إليهم» بفضل الإشهارء 630 زبون جديد. 
يتواصل بنفس الكيفية السابقة خلال السنوات العشر الموالية. 
بائن خلال السنة +1999 حيث / عدد طبيعي. 


الفرض أن تطور زبائن 


الرمز يب ,1 إلى عد 
4 أحب ,0 ورلا 
2. عبر عن ا بدلالة ,/. 
3. نعثبر المتتالية ( ,') المعرفة من أجل كل عدد طبيعي « بب 1050- ,1= ,لاه 
٠١‏ خمن طبيعة المتتالية .)٠,(‏ 
* بين أن المتتالية ( )٠,‏ متثالية هندسية يطلب تحديد أساسها. 
* عير بدلالة ۸ عن ر۷ شم . 
4. ما هو عدد الزبائن المتوقع خلال سنة 2008 ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات». 
5. ياستعمال حاسبة بيانية» هل يظهر ممكنا يلوغ عدد زيناء هذا المستورد في ٠‏ 4 
الزبناء على نفس المنوال ؟ 
د 


e‏ لب ون 


ادراسة مثال: 5 
تعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على 10 ب : 0= ٠,‏ و من أجل كل عدد طبيعي ر ال توي 
٠‏ تحمين عيزة . لا 

4. أنجز و أتمم ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع الخطوات التالية: 
ه أحجز في السطر 1 الأعداد الطبيعية ابتداء من 0. 
ه أحجز في الخلية 2 8 العدد 0 و هو يمثل قيمة الحد الأول. 
٠ه‏ أحجز في الخلية 2 ©: 2+1 2*8 - و هو يمثل قيمة الحد الثاني. 
٠‏ حدد الخلية2© ثم اسحب إلى اليمين. 
٠ه‏ أحجز في الخلية 83: 82+1 للحصول على 1+ ,2 و ليس ,,,,/. 
. ند الظازة 88 ان لتشحب ی 


مالاكلة: يمكنك استعمال حاسبة بيائية عوض مجدول. 


2. خمن عبارة 1+ ,1 بدلالة 7 ثم استنتج عبارة ,1 يدلالة 1. 


الطريقة الآؤنى: استعسال الاستدلال بالتر 
أثبت باستعمال البرهان بالتراجع تخمينك الخاص بعبارة ٠٠,‏ بدلالة ٠.7‏ 
الطريقة الثا: 


اتعتبر المتتالية( )٠,‏ المعرفة من أجل كل عدد طبيعي « ب : 1+ ,10> „ 
3 سي ا 
4. أحسب ,۷ بدلالة ثم استتتج عبارة ٠,‏ بدلالة 7. 
5. قارن مع تخمينك. 
اتطبيق: 

نعتبر المئتالية( )٠,‏ المعرفة على 9 ب : 6= ,/: و من أجل كل عدد طبيعي ۸ء 10- م 
4. أنجز و أتمم ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع نفس الخطوات السابقة؛ 


3. آدرس اتجاه تغير المتتالية [,») ٠‏ 
4. نضع من أجل كل عدد طبيعي » 30000- . 


1 


٠ه‏ ما هي نهاية المتتالية(ي/) ؟ 


سنة يكون رصيد زكرياء دائنا ؟ 


. ابتداء من أي 
حل مختصر 
u, =10000 )١‏ < 9000= » 


جائقي 2003 


ياه في أو 


أ1500- xu,‏ + ,= را و منه 7950 = ,ا1 
100 
xu, =1500 ©‏ + ,1= برا 
100 
وهنه 1500 ,1,051 / 
3) تلاحظ أن (,) / f (x) =1.05 x -1500 « u‏ 
/ متزايدة و منه المتتالية [ ,/) رتيبة. و بما أن 0 > ./1- ,/1 
قن المتتاقية ( :)متا 
يق( 
« 0لأكاق- بذه,اء 30000„ 1 
و منه (30000-, )۱,05 ذأ ے۷ 21,05 ر۷ 


)١(‏ متتالية هتدسية أساسها 1.05= ي 
الأرل 20000-= ,۷ 
٠‏ الاين (2×10°×)1.65-= "و ىنع ۷ 
| بما أن 30000 + 
3X10‏ 2210*)1-05(7- - ,»و lim =e» aa‏ 
5) لدینا 540,89 = ر و 1027- دين 
و بما آن » هو رصيد زكرياء فی 2010/01/01 فان رصيده 
يكون دائنا ابتداء من سقة 2010 


1 عین ,/: ثم اصب ,4. کم كان رصيد زكرياء في ٤ O‏ 
2. بين لله من أجل كل عند طبيعي  *«‏ 1500- ,لا05. حر 


» بين أن المتتائية( , )٠'‏ متتالية هتدسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 


- ,/؛ هو رصيد زكرياء في 2001/01/01. 


تعاليق 


5 
+ -1500 - 
100 


- 1000- ص ,= ,1 
- أنظر تتيجة الدرس المتعلقة بدراسة المتتالية 
00-00 


-30000- ىن 


- لحساب نهاية المتثالية [, 
بدلالة ” واهذامزورا 


: سيحال 1096 من العمال على التقاعد و بهدف تعديل عدد عمالها مع احتياجاتهاء 
100 شاب. 7 ا 
ا نرمز ب ,» إلى عدد عمال المؤسسة في أول جانفي هن 
أيب بصديح أو خاطئ بوضع العلامة × في الخانة المناسبة مع تبريز اختيارك. 

1 1. في أول جائفي 6 بلغ عدد عمال المؤسسة 1450 عاملا- TEE‏ 


< 100+ ,09ح نينا خاطئ ل 
| 4. من أجل كل عدد طبيعي ٠”‏ المتتالية ( , «) حيث 1000- ,/1> ,۷ صحيح [] 


6. من أجل كل عدد طبيء 1000 500x(‏ 


500 


3. لاحظ العلاكة بين الأجوية المقترح 


الين2 و3. هل اختياراتك في هاتين الحالتين متجانستين 8 


1 

3 

4 عبر عن بي يدلالة ,۷ 
5. استعمل عبارة الحد العام لمتتالية هندسية. 

6. استنتج عبارة ,)د انطلاقا من عبارة ,۷ باستعمال العلاقة 1000- ,1= ٠۷,‏ 
اه تغير المتتالية ( ,»). 


8. _استعمل اتجَاه تغير المتتالية (_) و نهايتها. 
0 
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أ 540؛12:41449:1146:843. 
ج14 19:71 :5:91:43 

A 7‏ انك اشنا 
6 32 


00 
1 


5-. لصب ...+ 1۷+ نات ۰8 
الك ,»)) متتالية حسابية حدها الثول 3= » وأساسها 
3 لصب .+ + رلك 5 ۰ 


- ) متتالية حسابية ساسها 7 ٠‏ (,0) د( )٠‏ 
يتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي على الترتيب 


د ا ةك رادو 3+ ,=„ 
بين أن المتتاليتين (,”) و( ,۷) حسابيتان مطلوب تعيين 
الأساس لكل منهما 


أحسب المجموع .,/1+ ...+ 1+ ,1= 8 علما آنه 


3927 39049 

5 =1+2+4+...+1684 

اليات المعرفة بالحد العام ,ب 
في كل من الحالات المقترحة أدناه : 


س اتجاہ التغيّر ال 


أ 5+ مد وين 


اج اسهد ود 


اكا آيرس إتجاء تغتر المتالية (.") المعرفة على 
مجموعة الأعداد الطبيعية ١‏ يحدها العام ر٠۷‏ . 


| 23 د رده 


لتكن المتتالية ( ,/4) حيث (۸) /= ,4 . 
أ عيّن الحد الأول ر . 
ب برتر أن المتتالية ( ,/4) محدودة . 

التكن / دالة معرقة على (C,)s‏ 
تمثيلها البياني قي المستوي المنسوب إلى معلم متعامد 
ومتجالس . 


0: + 


لتكن المتتالية (,») 


حيث (۸) =f‏ ,۰14 
باستعمال التمثيل البياني : 
أ عيْن الحد الأول مت . 
ب - برّر أن المتتالية ( ٠,‏ 
|[ نعتبر الدالة / المعرفة على ]+ :0] ب 


اا 


(*)/. 
لتكن المتتالية )٠,(‏ حيث (0) /= ٠,‏ 

أ شكل جدول تغيّرات الدالة / + 

ب بيّن أن المتتالية ( )٠,‏ محدودة من الأسفل ٠‏ 
ج - هل المتتالية )٠,(‏ محدودة من الأعلى ؟ 
ا[ نعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرّفة من أجل كل عدد 
=( 


طبيعي غير معدوم 1 4+ 2 ا 
بيّن أنّ هذه المتتالية محدودة + 


2x 


07 


22 


المتتالية ( ,/2) المعرّفة من أجل كل عدد 

ف 

طبيعي غير معدوم 7 ب2 5+ = ا ھی 
محدودة من الأسفل. . هل هي محدودة من الأعلى ؟ 

[75] بين أن المتالية ( ,») المعرفة من أجل كل عدد 
طبيعي غير معدوم ور ب : 4-37 - ,هي محدودة 
من الأعلى . هل هي محدودة من الأسفل ؟ 


لع نعتبر المتتالية (,/؛) المعرفة على " + : 


7 


1) آدرس إشارة العبارة ,):- ,1 ٠‏ استنتج اتجاه تغير 
المتتالية[,8) ٠‏ 
ة / تحقق (۸) /= ,)؛ . باستعمال اتجاه تغير 


/ تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال 


2) آعط 


ا نعتبر المتتالية (,/؛) المعرفة على 117 ب 
+3n+1‏ 7 
7 


ة العبارة ,14- ٠ ٨,‏ استنتج اتجاه تغير 


الية[/0) . 
أعط دالة / تحقق (7) /= ,)؛ . باستعمال اتجاه تغير 
ألداثة / تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال 


أل لتكن المتتالية )٠,(‏ المعرفة على 16 ب : 
5 8 
u, = 3-3 +3‏ 


أدرس اتجاه تغير المتتالية( )٠,‏ باستعمال التعريف ثم 
باستعمال الدالة المرفقة لها . 


€ نعتبر المتثالية (ي/) المعرفة على ٩"‏ ب ب = ر . 


1) أحسب 02 


2) برهن أن المتالية( ) متزايدة . 


ل 
u, >0‏ 

2) أثبت أنه إذا كان 3< ##فإن 0 <1-,20- ٠»‏ 
3) احسب العبارة Lî‏ . استتتج أنه ابتداء من الحد ال 


0 متزايدة تماما . 
لع في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه ‏ أدرس اتجا 
تغير المتتالية (,,/8) ٠‏ 
ام 
2n+1‏ 


02 - ر حيث 1< ؛ 
7 


u, = 


ج- 5+ "2+ tu, =n‏ 
قا او و 


u, = 


ب '(3-)= ينا 


n +2n+5 


في التمارين من 22 إلى 26 المطلوب تعيين نهاية 


المتتالية (,»). 


tS هذاا-‎ 


3 
+ بر - 1ع u,‏ ؛ 
1 


3+2 
n+5 


١ u, =3(1,2" -1( - 8 


1 نعتبر المتتالية )٠,(‏ 


») متقاربة 


كل عدد طبيعي " » 1-3,) 
أثبت أن المتتالية ( ,/4) ثابتة . 
ع لتكن المتتالية (/») المعرفة ب 5 


an =, )Î 


0 


نج تغيرات المتتالية (,/4) . 


بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 677 


0 وضع أحمد 50004 قي 
ثم ل كل شبر بانتظام » أضاف 5054 


دقع و ٠,‏ المبلج 


)١‏ کتبا 
2) ما هو المبلغ الذي يضعه أحمد في أول 2007 
3) ما هو المبلغ الذي جمعه لحمد في زصبيدء إلى ع 31 
ديسمبر 522007 

[ع ب جد بمحطة تر البنزين 320001 من البلزين' 
بريد صاحف المحظة توزيع هذه الكدية خلال 10 
باع في اليوم الأول 50001 ثم قرر أن يتقصر 
كل يوم تفس الكمية : 

ما هي الكمية التي يجب تڪ 
بعد 10 أيلم ؟ 


عمر 0 
1) في العقد الأول ٤‏ دن الكرأء , یزداد كل سنا 
9 تفرض أن عدد السكان يتزايد كل سنة بتزايد 1504 . 9 
ثبت ۶ نضع ,» ثمن الكراء للسنة 1/ . 

a TE 
34 1 3 - 1 ٠٣ أحسب التزايد‎ )1 
. ما هو عدد السكان هذا البلد قي عام 2020 ؟ ب) ,/ بدلالة « ثم أحسب ي‎ )2 
تعاد آحمد مع بنك لقرض مبائغ مالية لمدة 10 ت) أحسب ثمن الكراء لثماني ستواف.‎ [| 

4 2) في العقد الثاني ثمن الكراء يزداد كل سنة بلسبة %6 
أتوآت ؛ في السئة الأولى يقرض ۸4( 9000 شهريا ثم 
٠ 3‏ الميلغ ال نضع ١,‏ ثمن الكراء للسئة 1 . 
ننة بفسية 3% . 1 الد 

sy: E‏ آ) أحسب الثمن ر۷ 
اخ ب) أكتب بر دة ا م أصب 0 


[) ما هو الميلغ المقترض شيريا في 


ت) أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات . 
3) ما هو العقد الذي يختاره عمر ٠‏ 
ك تحتوي ثانوية على 1500 تلميذ موزعين كالتالي $ 
500 ظميذ في السنة الأولى ٠‏ 500 تلميذ في السنة 
1١‏ الثاتية و500 تلميذ في النهائي . 


يبقى عاما واحدا في كل مستوی 


نقرض 


ويقضى ثلاث سئوات في الثانوية فقط. 
إذا كانت هذه الثانوية تستقبل في كل سنة 20 تميق 
؟ جديد قي الستة الأولى ٠‏ بعد كم سئة يكون عدد التلاميذ 


هذه الثائوية » 2000 تلميذ . 


س 


2) عبر عن بد يدلالة ,»ا من أجل » عدد طبيعي . 
استنتج عبار ؟ ,لد بدلالة ر 

3) ما هو عدد سكان هذه الفرية في سنة 2009 ؟ 

4) ما هي السنة 
النصف ؟ 

5) أحسب ۾ ٠‏ ,ر أعط تفسير| للنتيجتين . 
أيتداء من أي سئة تصبح القرية فارغمة من السكان ؟ 
تعطى النتائج مقربة إلى عدد طبيعي. 


ا او ا 
5x +6‏ 1د (ع) ره 


يصبح فيها عدد السكان أقل من 


تعر المتالية (,4:) ذات الح العام چا = ,ا 
ك 1< ” . ولتكن الدالة / المعرّفة على ]ه+:3] ب 
ا 

1) أ- أدرس تغيرات الدالة / واستنتج أنه من أجل كل عدد 
حقيقي × من المجال ]> +:3] ٠ / )< (52 ٠‏ 
ب-تضع 1=(×) مطل ۔ عبر عن /-(*) 7 


بدلالة × استنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي × من 
المجال ]+:3] ٠‏ /<(2) /. 

ج- أنشئ المنحني © للدالة / في معلم متعامد حيث تؤخذ 
وحدة الرسم 177 على الفواصل و 477 على التراتيب . 
2) | - مثل المتتالية( )٠,‏ قي المعلم السابق . 
- استنتج من دراسة الدالة / أن المتتالية ( ,/) محدودة. 
لتكن (,/) المتتالية المعرّفة على ا ب - الأ - , 5 
1) برهن أن المتتالية ( )٠,‏ محدودة بالعددين 0 و 2 . 


2) نعتبر (,0) المتتالية المعرقة على 1 ب ع 5 


المرجعية برهن آنه من أجل كل عدد 
,0 2- علما أن [0;2] € u,‏ . 


ب - باستعمال الدوال لا 
طبيعي بر . 0 > 


ليو تعتبر المتتالية (,/:) حيث 2= ,؛؛ و 


1) بر أن( ي) متتالية هندسية . 
ب - استنتج عبارة الحد العام ,1 بدلالة ر . 
جما هو اتجاه تفر المتتالية(,/,) ؟ 


2) برهن أن المتثالية ( ,1) محدو 


تغير المنالية (,/) . 
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8 نفس المطلوب للتمرين السابق ‏ 


EE 2 


E 
E -4 اج‎ 
5 

لقم 1) أحسب الحدود ,» ٠‏ ا و » للمتتالية (,») 
المعرفة بد 2= م» و 13-= ,0,9 = ,1 
2) أدرس اتجاه تغير المتتالية (,/4) . 
وات لويد السابق مع 2= ,ا 
و1 ,3= 1 
3 0 المتتالية ( ,,/:) المعرفة 
٠‏ و 1,5- ,2,50 > ,ا ۰ بين أنه 
١‏ كان 0 -4 فإن المتتالية ( ,/) تكون متناقصة. 
ب - إذا كان 1= 0 فإن المتتالية ( )٠,‏ تكون ثابتة. 
ج - إذا كان 2= فإن المتتالية ( )٠٠,‏ تكون متزايدة. 
7] ( ,») متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي ر 


E SS 
n+2 

1) أحسب قيم الحدود الخمسة الأولى . 
2) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي , يكون 0 < ,1 . 


‘u 


im 6‏ 
3) أدرس إشارة 1- اش 
u‏ 


4) استنتج اتجاه تغير المتتالية (,/ا) . 


في التمرينين 57 و 58 المطلوب تعيين نهاية 
المتتالية (,«). 
2u, =1 _‏ 


= ,رمع بت ,ول ولع رام 
- ا 


ردت مک 


٠ لمت ,امع += لوزنل‎ 
1 0 ات‎ TET ` 
lim u, =0 gv, =, +2, +5 ب‎ 


U, >2 و‎ lim u, = 5 
,<22 لامع 2-- ,صنل‎ 2 


[323532 7 


: تمال | على الأقل مرّة من خلال 7, لع 

هو ”1-0,3- ,م مع 1< «- 

) عتن تجاه تغتر المتاية ( م) ونهايتها . 

3) عيّن أصغر عدد طبيعي ” بحيث الاحتمال ,م يتجاوز 

. 0,999 

إنتاج مؤسسة 2000 قطعة في أوّل سنة والإنتاج 
يتزايد ب 4% سنويا . 

1) أ- أصب الإنتاج للسنة الرابعة . 

أب يقرض ٠,‏ الإنتاج للسنة : . عبر عن ,/: بدلالة 7 


2) أ عيّن الإنتاج الكلي (المجمّع) للسنوات الأربع الأخيرة 
ب- عبّر عن الإنتاج الكلّي ,م من خلال « سنة بدلالة . 
جما هي نهاية ,م ؟ 

د-عيّن السنة 7 التي من أجلها يتجاوز 40000 . 


...+ 32+ 22+ 1= ,و حيث 7 عدد طبيعي 
غير مغدوم . 
1) أ-أصب رک ؛ ړک » ود ويى. 
ات عبر عن رون 
2) يرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

n(n +1)(2n +1) 

6 چ 

امن أجل كل عدد طبيعي ر أكبر من أوايساوي 2 » 


كابدلالة ر8 . 


s, =1 + 2x2432 4x2 ++ (n 21)‏ 
برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 2< ر . 

1 ١ 

ا "2م *1(2- ”)= ,م 


| انت أنه من أجل كل عد طبيمي م أكير من أو 
يساوي4 لدينا : 7 < "2 . 


يت 
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8 1) ثبت أنه من أجل كل عدد 
يساوي 2 . (1+ ")< 3 . 
2) نسمي ,۶ الخاصية : * *رو+ *2 < "083 
أ ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم 7 الذي من 
أجله تكون الخاصية ,/ صحيحة ؟ 
اب - برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
يساوي 5 » تكون الخاصية ,/ صحيحة . 

[3] (,؛:) متتالية معرفة على 10 ب 1= ,)؛ و من أجل 
كل عدد طبيعي ر» 


u 


lu 


1) أحسب الحدود ,ا ٠‏ ر٠‏ » ,/: ؛ أعط تخمينا لعبارة 
,»ا بدلالة 7 . 


2) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي > 0 


1 
oa‏ 
ا[ لدف التعبير عن ٠,‏ بدلالة ۸ . 
ية( )٠,‏ معرفة ب 7= ٠‏ ومن أجل كل عدد طبيعي 
n‏ قاد بماد 


E 
. أحصب ,11 ۰ ر11 + رلا ,11 و1‎ )1 

لاحظ النتائج بهي أعداد تتكون من أرقام وسطها أسفار ؛ 

أعط العلاقة بين عدد الأسفار و . 

2) أعط تخمينا لعبارة ,1 بدلالة « » ثم برهن بالتراجع 
هذا التخمين . 

)٠.( 8#‏ متتالية معرفة ب 3= ,» ومن أجل كل عدد 
طبيعي « ۰ ,4-11 = ,11 ۰ 

)١‏ أحسب ,/دء ,ا ٠‏ ,/داء ٠,‏ و ٠۷,‏ أعط تخمينا لعبارة 
,» بدلالة . 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ » 
Hp = sa, =3‏ 

|[لا]من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 0 ' 

(لدم2)+...+ك+3+اد ,8 . / 


|6 المجموع ,5 وأعط برهانا آخرا للتخمين . 
)٠,( @[‏ المتتالية المعرفة ب 1= ,: ومن أجل كل 

اعدد طبيعي 7 »2+ ,1= زرلا - 

(,) المتتالية المعرقة ي 1= ر« ومن أجل كل عدد 

أطبيعي 7 ۰ ,۳14 ,۷= بي« ۰ 

1) عبر عن ,11 بدلالة 1 ٠‏ 

2) يرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ‏ > 


وى 


المتتالية (,/) معرفة ب 1= ,/ ومن أجل كل عدد 


طبيعي دن 3+ 27+ ,الك ,1 ٠‏ 
1) رس رتابة المتتالية (,») . 
2) برهن أله.من أجل كل عدد طبيعي ۾ 


عند طبيعي 7 » 3+ 2+ ,لات راد ۰ 


د اث 


المتتالية (,؛) معرفة ب ]!: 0[ © ,/: ومن أجل كل 


برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 1١‏ > ,0>1 . 


المتتالية (,/4) معرفة ب 1= ٠‏ ومن أجل كل عدد 


برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠/7‏ 
2ك . 

أثبت أن المتتالية (.) متزايدة ماما . 

|74 ( /) متثالية معرفة على N‏ ب 0= ,؛ و من أجل 

كل عند طبيعي ٠‏ ,2+0 آل = .,ں . 

1) تحقق من أن الحدود ٠,‏ . 

المجال ]0:4] , 

2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي م١‏ 4 > ,054 . 

3) أدرس اتجاه تغير المتتالية  )4/,[‏ . 

© نعتبر المتتالية (,) المعرفة ب 2 = ر 

و2.!- ,0,61= 


ي و .1 تنتمي إلى 


> nal 


2) برهن أن المتتالية (0) متتافطلة ا 
[يعْ من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم نضع : 

00 
يرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1ر 
"1)2- 1( + اد ,اع ل u uy‏ . 
تعتبر المتتالية ( ,.) المعرفة على "ل ي: 

5 1 

n(n +1) 


أثيت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم لدا 5 


su Uy +c, 
: n+1 


المتتالية )٠,(‏ معرفة ب 2= ,» و من أجل كل ۾ 7 


عدد طبيعي 0 ٠ :»,,, =1, +1 ٠‏ برهن أن : 4 
أ- من أجل كل عدد طبيعي 7 ٠‏ 1-< ,/زاء 


ب - المتتالية (,/8) رتيبة . 


+1 
ج-من أجل كل عدد 5 a‏ 
من أجل كل عدد طبيعي ٠,‏ كلا < ر 


[[ أدرس اتجاه تغير المتتالية ( )٠,‏ المعرفة يب : 


التكن المتتالية ( )٠,‏ المعرقة ب (1- ,)> ١‏ 


2) نضح 4= ادو 1+ انلاح انز | 
أ - يرهن أن المتتالية ( )٠,‏ ها 
حدّها الأول 1١‏ 


0 و جع "aa‏ 


5 8 3 
1) أرمتم المستت ن 9 دي المعادلة 2+ = نر وك 
ذي المعادلة = ار في معلم متعامد ومتجانس . عن 4 


ب - أتشئ هتدسيا الحدين ,14 و ۽14 ٠‏ 


د) نضع 0- 0د ۷ . 

- لصب ولاق لوول 
ب - برهن أن المتتالية ( , ۷) هندسية يطلب تحديد أساسها. 
- استتتج ١١‏ بدلالة 0 » ثم ي»« يدلالة . 
(5] نتر المتتائية )٠,(‏ المعرقة ب داج ,٠اه‏ = ر ٠‏ 
مع 20 و اه والحة الأول ي 


يمني © فاصلة / نقطة تقاطع المستقيمين الذين 


معقلئيينا ×= ر و (+ م د نر 

؟؟ بين أنه إذا كان» = ٠,‏ فإن المتتالية ( ,/4) تكون كابتة: 
2) في ما يلي نفرض, أل ۾ £ 

رهن أن المتتالية ( , «) المعرقة ب @- ,)= ,۷ هي 


إمتتالية هندسية يطلب تحديد أسا. 


3) عير عن ے۷ بدا ورد خري» بدلالة بر و ہن . 


لق (.) منثالية معرفة على 4( حيث : 1 
ال 1جو 1 
1) ا ا ,ر ۔ 


 )2‏ عدد حقيقي غير معدوم . من أجل كل عدد 
طبيعي ‏ تضع : © + ,1= ,۷ . 


وا ومن 


4) عين نهاية المتتالية (,/3) ٠‏ 
5) أحسب بدلالة # المجموعة 


U +. +‏ + ا = ,5 ٠‏ استنتج 


رر شخص أن يستهلك لتدابير المنزلية 8096 
مداخله. 

يزداد مدخله 3% سنويا وينقص من استهلاك لتدابير 

المنزلية 2,596 ستويا. 

في البداية المدخل السنوي هو 400000 - ,ار . 

1) أ - أحسب القيمة ,© التي يستهلكها في البداية . 

ب - أحسب المداخل ٠١,‏ والاستهلاك ,© للسنة الموالية 

للدم 

ج- احسب رر و € (22م): 

2) - برهن أن ,ر×"0,8×0,975 N‏ 

و ,ر هما على الترتيب الاستهلاك والمداخل للسنة 77 . 

ب - استنتج الاستهلاك ,© يدلالة ١.8‏ 


3) آ- أدرس تغيرات المتتالية (,©) 
ب - عيّن نهاية ,© عندما يؤول 77 إلى + . 
4) أدرس تعيّرات المتتالية (,'©) قي الحالة التي يزتقع فيه 
الدخل ب 3% وينقص استهلاك ب 3% سنوياء أ 
s6)‏ في بداية ظهور وباء الإفوائزة ( عل 04016 أن تا 
مممع) لاحظ عمال المصالح الطيية أن عدد المصابين 
الجدد في يوم متناسب مع عدد المرضى في اليوم السابق 
إذا كان عند المرضى قي اليوم الأول100 و 
الثاني 120 ء قما هو : 7 


الكفاءات المستهدفة 


3 ا على محال 7 
# فهم خاصية القيم المتوسطة و تطبيقها في البحث عن الحلول E‏ 

الشكل 2 - () /. 1 
# تعيين نهاية دالة و تعيين المستقيمات المقاربة الموازية للمحورين. 
# إثبات وجود مستقيم مقارب مائل و تحديد الوضع 0 للمنحني بالنسبة إليه. أ 


يده 


1 ريس عدر رياضيات و فيزياء من جنسية رديه عش اي ر 00101059 ١‏ 
7م. كان لأعماله التي تميزت بالدقة تأثير عظيم على معظم فروع الرياضيات» و بصفة خاصة "| 
وضع أسس التحليل الحديث بدلالة النهايات و الاستمرار» و طور نظرية الدوال ذات متغيرات عفدية. |١‏ 
شجعه على متابعة نشاطه في الرياضيات العالم لابلاس و العالم لاغرانج و أصبح أستاذا للرياضيات 
17 م » جامعة السوريون و كلية فرنسااو يب ا 


1 أصب )2,3( ع (ل) “E (17.17) E (¥2) ‘E‏ ا 
(x )=xE (x ):x e [-1:1| :‏ ¢ 

2 م و چ دقتق معرفتن على ]1:2-] كما يلى: (>) 8 (ع) / إور راج ۽ , --00 

آ) عين حسب قيم × عبارتي كل من (3) / و ( *) ٠8‏ 

ب) أرسم في معلم (., /:0) المثحنيين ( ,©)و ( ,©) الممثلين على الترتيب ل / و &. 


3. هل بإمكاتك رسم المنحنيين ( ,©) و ( م©)بدون رفع القلم ( اليد ) ؟ أكتب خلاصة. 


إليك المنحنيات ( ,©): ( ©) و (,") الممثلة على التوالي ثلاث دوال /. ي و ۸ معرفة على المجال [1:2-] 


تيعن ۾ عددا حقيقيا من المجال [2:3-] . 


1 هل الدوال ٠/7‏ م و8 مستمرة على المجال [1:2-] ؟ 
٠2‏ بواسطة قراءة بيائية حدد: حسب قيم العدد الحقيقي ۸ء عدد حلول كل معادلة من المعادلات الثاليةة 
)0( غ2(), (2) عدرع)ع )3( hn(x)=k‏ 
3- إماذا تمثل القيمتان 2- و3 حدود المجال [2:3-] ؟ 
4 امن أجل كل عدد حقيقي ۸ من المجال [2:3-]. 
* هل تقبل كل معادلة من المعادلات (1) (2) ٠‏ (3) حلا على الأقل في المجال [2 
* هل تقبل كل معادلة من المعادلات (1) (2) ٠‏ (3) حلا زحيدا قي المجال| 


تعتير الدالة / المعرفة على [28-11 كما يلي: 
1= =( ر 

و ليكن ( ,©) تمتيلها البياني الظاهر على شاشة الحاسبة البيانية قي الشكل المقابل.| 

5 #ضع تخميتا خاصا بنهاية الدالة / عند كل من =٥‏ و «م+ . 
+ برهن صحة التخمين باستعمال المبرهنات حول النهايات المدروسة في السنة الثانية. 
> ماذا تستنتج فيما يخص المستقيم المقارب للمنحتي ( ,©) ؟ 

2 #ضع تخمينا خاصا بنهاية الدالة '/ عند ٠0‏ 

> برهن صحة التخمين باستعمال المبرهنات حول النهايات المدروسة في السنة الثانية. 

+ ماذا تستنتج فيما يخص المستقيم المقارب للمتحني ( /©) ؟ 


h(x )=—e (+ limg (r )=1 ب(‎ lim/ (x)= +e (| علما أن:‎ 


مب =( »)۸ ذا أرفق كل دالة من الدوال /: ج و / بتمثيلها البياني من بين التمثيلات التالية: 


تذكير: ٠‏ دالة معرفة على مجال /. و /؛ دالة معرقة على مجال 1 بحيث من أجل كل × من 1ء ال 6( ٠)‏ 
الدالة المركبة من الدالتين ‏ و بهذا الترتيب هي الدالة التي نرمز لها بالرمز 5:4 و المعرفة على 1 
[()س] »= رح) لمم 


المنحنيان .€ و © في الشكل المقابل هما لدالتين ١‏ و . 
1. لتكن / مركب الدالتين ٠‏ و م بهذا الترتيب. 
بواسطة قراءة بيانية عين: 
*(0)/ر * (x)‏ سظ (٠‏ ( ستل 
2. لتكن بم مركب الدالتين ‏ و ٨‏ بهذا الترتيب. 
بواسطة قراءة بيانية أدرس نهايتي الدالة بم عند كل من 0 و3 
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الك 
1. المفهوم الحدسي للاستمرارية 


-)0:1 دالة معرفة على مجال 7 من 8 و ليكن (©) منحتيها البياني في معلم ( ل,‎ / | ٠ 
نقول عن / أنها مستمرة على 1 إذا استطعنا رسم منحتيها ( ©) بدون رفع القلم وفق خط مستمر.‎ | 


10 5 
الدالة / الممثلة في الشكل المقابل غير مستمرة على المجال 3 

5 [2:3-] لته لايمكن رسم منحنيها البياني دون رفع القلم. ١‏ 

بينما الدالة / مستمرة على كل من المجالين [2:1-] و [1:3[- ّ EE ١‏ اله . 


مثال2 

الدالة / المعرفة على المجال ]2:2 : 
e[-2;0]‏ د زمر 
(=x :xe 0;2‏ 

و الممثلة في الشكل المقابل مستمرة على المجال ]2:2-[ لأنه 

باستطاعتنا رسم تمثيلها البياني بدون رفع القلم. 

2. خوا ص( تقبل دون برهان ) 
نقبل يأن كل الدوال المحصل عليها بالعمليات على دوال مألوفة مستمرة على كل من المجالات التي تكون معرفة عَليها؟ 


تتح 
© الدوال المرجعية مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها. 
٠‏ الدوال كثيرات الحدود مستمرة على 1#. 
٠‏ الدوال الناطفة ( حاصل قسمة كثيري حدود ) مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها. 
أمثلة 
© الذالة 4+ :3- 2+2 جم × مستمرة على . 


3-2 
ا :د مستمرة على كل من المجالات ]إت[ ]1:1-[ و ]تجا[ 
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الحل 


الحل 


| )7( ل : 
البياني للدالة / . هل الدالة /ر مستمرة على المجال 3 


1 0,4)=1,8-( ين 1)=0( ل 0,7-(7:) f‏ 

2. انظر الشكل المقابل. 
نلاحظ أنه عند رسم المنحني الممثل للدالة ر على المجال [1:3-] تقوم 
حتميا برفع القلم عند النقطة ذات الفاصلة1 و بالتالي فالدالة / ليست 
مستمرة على المجال [1:3-]. 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على ]1:2-] بب: 1+( <) #ند- (6) / 0 
حيث الدالة (  ):‏ جا × هي الدالة الجزء الصحيح ( أنظر النشاط الأول ) 2 
1. عين عبارة [::) / على كل من المجالات التالية: ]1:0-] ٠‏ ]0:1] و ]1:2]: ١‏ 
2. أرسم في معلم (/., /:0) المنحني الممثل للدالة /. 

3. هل الدالة / مستمرة على المجال]1:1-]؟ على المجال ]1:2-]؟ 


1. من أجل ]1:0-] e‏ + لدينا 1-=( »)£ ومنه 1+ ب - (2«) / 
من أجل ]0:1] e‏ + لدينا 0- () £ ومنه )(-١‏ / 
من آجل ]1:2]ء :د لدينا 1=( »)£ ومنه 1+ ۸=( ٭) / 

2. انظر الشكل المقابل. 

3. نعم الدالة /, مستمرة على المجال ]1:1-] لأنه يإمكاننا رسم جزء المنحني 
في هذا المجال دون رفع القلم. 
الدالة / ليست مستمرة على المجال ]1:2-] لأنه لا يمكن رسم منحنيها 
البياني دون رفع القلم. 


لا مرارية و المعادلات 
1. مبرهنة القيم المتوسطة ( تقبل دون برهان ) 


مبرهنة: / دالة معرقة و مستمرة على مجال [ 4:0]- 4 
| من أجل كل عدد حقيقي # محصور بين (ه) / و (8) /رء يوجد على الأقل عدد حقيقي © مد 
بين ۾ و ط بحيث ۸=(ء) ل 


3 
بصيغة أخرى: إذا كانت / دالة معرفة و مستمرة على مجال [ 4:0] فإنه من أجل كل عدد حقيقي / محصور 


لن (ه) عرو (6) ل لمعادلة = () ۲ تقبل على الأقل حلا © محصورا بين © و 8 
ملاحظة: مبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط وجود حل على الأقل للمعادلة ۸ =( ×») / أما تعيين الحلول أو قيم 
مقربة لها فيتم بإتباع خوارزميات مختلفة. 


2. التفسير البياني 
/ دالة معرفة و مستمرة على مجال [ 4:8] و ليكن ( ©) 
مننتيها البياني في معلم (ل, /:0) . 
من أجل كل عدد حقيقي / محصور بين (4) / و () ك 
الستقيم (4) ذو المعادلة ۸= «ر يقطع على الأقل مرة واحدة 
تحني (©) في نقطة فاصلتها ع محصورة بين © و . 
[( بالنسية للشكل المقابل (4) يقطع ( ©) في ثلاث نقط فواصلها على 


رتبب 6 ره وره ). 


إذا كانت الدالة / مستمرة و رتيبة تماما ( متزايدة تماما أو متناقصة تماما ) على مجال [6:] فإن جدول 
تغيراتها يأخذ أحد الشكلين التاليين: 


الس ضمي سي انم با 0 : 
المجال[16م]. 
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الشكل بأن المعادلة 0 = ( ) /ر تقبل حلا 
محصورا بين 2- و 1-. بما أن ر دالة كثير حدود قهي 
مستمرة على 8 و بصفة خاصة على المجال [1-:2-] - 
لدينا من جهة ثانية 1- - (2-) / و 1- (1-) / و بما أن 0 محصور بين1- و1 أي بين (2-) / و (1-) / فإن» 
حسب مبرهنة القيم المتوسطة؛ المعادلة 0=( ) / تقبل على الأقل حلا في المجال [1-;2-]. 


عي 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على [4:3] بب: 1+ +12- *<3+ : 22 > (*) / 
1. أحسب ( )”/ ثم شكل جدول تغيرات الدالة /ر. 1 
2. أرسم التمثيل البياني للدالة “/ر على شاشة حاسبة بيانية باختيار نافذة مناسبة. 
3. بين أن المعادلة 8 - ( ) / تقبل حلا وحيدا في المجال [2:1-]. 

| 4. باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته 107 


3. لدينا 21 -(2-) / . 6-=(1) / و 521 6>8-./ دالة كثير حدود فهي مستمر 
على و بصفة خاصة على المجال [2:1-].إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 8=( :*) ⁄ 
تقبل على الأقل حلا © في المجال[2:1-].و بما أن /. متناقصة تماما على [2:1-] فإن © وحيد 4 

4. لتعيين حصر للحل © يمكنناء بعد تمثيل المستقيم ذي المعادلة 8 - درء إظهار قيم مقربة لإحداثيي/ 
و هكذا نقرأ 0,5370446- > » و منه تستنتج الحصر التالي: 0,53- > © > 0,54-- 
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عحلقف] 
0-0 نفس اندتهك : .| 
2 نادت 1)=7+ lim (x? +x‏ و 0د زع2-*ح)اسئا 
بما أنه من أجل 2 > :د> 0؛ 0> ×2-* + فإن lim / (x (=٥‏ 


و بما أنه من أجل 2< + 0< ×2- × فإن م - ( <) / دنا 


3. ليناد صم = + يونا =(1+ ++ ) ملل و بد lim x?‏ -(ع2-*ع) im‏ 
من الواضح أننا بصدد حالة عدم التعيين إلا أن تطبيق القاعدة 2 يمكننا من إزالتها فنحصل على: 
E‏ بسر 


im (x -2(=+ نا و‎ 


من الواضح أننا بصدد حالة عدم التعيين و عليه فلابد من إزالتها و من أجل ذلك نتبع المنهجية التالية: 


سحت مار 
2 

OEE 

im (1‏ ف تدر بسار 
ملاحظة: الدالة / ليست دالة ناطقة لأن البسط ليس كثير حدود بسبب وجود + فمن الخما 
الإزالة حالة عدم التعيين. 
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1. تذكير ۶ 
ه وط عددان حقيقيان. / دالة معرفة على مجال 1 و )١(‏ تمثيلها البياني في معلم (/.. 


1 النهاية المستقيم المقارب 
limf (x)=+‏ المستقيم (4) ذو المعادلة ۾ = × 
أو و الموازي لمحور التراتيب مستقيم مقارب 
>( ) "رونا للمنحتي ( ©) 
limf (x)=b‏ المستقيم ( ) ذو المعادلة |= بر 
أو و الموازي لمحور الفواصل مستقيم 
6د (ع) lim/‏ مقارب للمنحتي ( ©) عند +١‏ أو عند هم 
0-[(م+ )-(*) /] ال | المستقيم (4) ذو المعادلة ا+ مح بر 


أو هو مستقيم مقارب مائل 
lim / (x )-(a +b)]=0‏ اللمنحني ( '©) عند +٥‏ أو عند مم 


ملاحظة: إذا كانت الدالة / معرفة كما يلي:( »)م + ا+ =( ) /ر مع 0- ( »)م ونا أو0>-() 
قمن الواضح أن المستقيم ذو المعادلة + :© = «ر مستقيم مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة /. 
هثال: نعتبر الدالة / المعرفة على 8 كما يلي: 
اج »«: "رو لیکن (©) تمثيلها ابياني. 
لدينا حم - () ب دنا و مد (ع) صا 
و منه المستقيم ذو المعادلة 0 = :د مستقيم مقارب للمنحني ( ©) ٠‏ 
لديا 1=)( lim/ ()=1, im‏ . و منه المستقيم ذو المعادلة 
> «رمستقيم مقارب للمنحتي ( ©) علد +٥‏ و عند مص . 


کر ضعا ( سی دق ۲سد سق عر د ست و 
شق [(م+»)-(م) /] . 


1. للمنحني ( ©) ثلاث مستقيمات مقاربة أولها محور التراتيب (0 > :د)» الثاني عند +٠١‏ موازي لمحور الفوا 
ته [= بر و الثالث عنذ مم مائل معادلته ۴= بر. : 
2 +سبت ارس (=e f(s mf (Dm‏ 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على [12-10 ب مو (x)=‏ / 
و ليكن ( ©) تمثيلها البياني في معلم ( ل, 0:1). 
| 1. بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 2+ «- = ر مستقيم مقارب للمنحني ( ©) عند + و عند هم . 
2. أدرس وضعية المنحني (©) بالنسبة إلى المستقيم المقارب المائل (4). 


- ا فإن (4) مستقيم مقارب ل( 6©) 


000 / د بما أن 0 < ب فإن المنحني (©) يقع فوق المستقيم المقارب (۸). 
تمرين محلول3: تنتج إحدى الورشات أقلاما. الكلفة الإجمالية (4) © بب 72/1 لصنع كمية ۾ من الأقلام هي 

0 + و5 -(؟) © حيث 0< و 
٠1‏ عين بدلالة ۾ الكلفة المتوسطة (4) ,,© ب 04 لإنتاج قلم. 


| 2 أدرس نهاية ,© عند <-+. أعط تفسيرا بيانيا و آخر اقتصاديا لهذه النتيجة. 
الحل 


1 
: 
1 


1. الكلفة المتوسطة (7) ,ر لإنتاج وحدة هي نسبة الكلفة الإجمالية(4) © على الكمية 4 و منه: 
رو 54,100 _ )4( e‏ 


4 q q q 
lin Cy a) a ga 6 الديقاة‎ .2 
عل د‎ 
التفسير البيانى: المنحتي الممثل للدالة ,,'© يقبل مستقيما مقاريا موازيا لمحور الفواصل معادلته‎ * 


* التفسير الاقتصادي: عندما ترتفع الكمية المنتجة ي بقدر كبير نلاحظ استقرار الكلفة المتوسطة ‏ 
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٠‏ ل مفهوم دالة مركبة ‏ النهاية بالمقارنة 
1. الدالة مركب دالتين 
تعريف: ‏ دالة معرفة على مجال J‏ و : دالة معرفة على مجال 7 بحيث من أجل كل × 
.u(x)eJ‏ 
الدالة المركبة من الدالتين : و ۷ بهذا الترتيب هي الدالة التي نرمز لها بالرمز © ٠‏ و المعرفة 
AN‏ [(٭)] + زع)(»»ه ).و نقرأ ««دائرة ل +. 


مثال 
نعتبر الدالتين : و ٠‏ المعرفقين على 1# كما يلي: 3-* 22 - ( *) / و 1+ ٭3-=(») ۷ 
> الدالة /ه ۷ معرفة على 12 و لدينا: 10+ * +6- - (3- 2 22) ۷= [( ») ] )x (=v‏ ينه « 
+ الدالة :اه ٠‏ معرفة على 12 و لدينا: 1- ×12- 7 +1(=18+ «3-) = [() 
2. نهاية دالة مركب دالتين 


مبرهنة: 564 و » تمثل أعددا حقيقية أو + أو 1.٥‏ ء ا و / دوال حيث يده ۷= . 


(x)=‏ دن 


إذاكانت > (*) »دنا و إذاكانت ع- () v‏ ہنا فإن (=٥‏ ) “رونا 


نعتبر الدالة / المعرفة على المجال [1;+٠]‏ بب =(۲) / و نريد صاب () / صل 


تلاحظ أن / هي مركب الدالتين ٠‏ و ٠‏ يهذا الترتيب حيث 


(f =vou)v علد زع)‎ s u(x 


4 
بمان دون در limu(s‏ و 2/.د زه) سيمنا 


3. النهايات بالمقارنة 
الخاصية1: f‏ م و / دوال و / عدد حقيقي. 
گات />-(*) ی اال و 1=( )7 نل و إذا كان من أجل » كبير بالقدر الكافي (+:) /(>) > (۶) 
فك ادزع) ا . 1 
الخاصية2: /ء يم دالتان و / عدد حقيقي. 
4ا کات + > (*) ی رونا و إذا کان من أجل :: كبير بالقدر الكافي ( «) # <(:) / فإن مدت 


A 1‏ 
نلاحظ مثلا أن الدالة أ هي الدالة المركبة من الدالتين /: و ۷ بهذا الترتيب حيث 2 جم عر: بو وق * +2 جز بر 


.2-3-2( 1 ,2-3-2( ا وبما أن 5= (3-*2) 
ام ¥ ml‏ 


أي:2- +( ا ,2 -(») »رسال و بما أن5- () ۷ 


1 فك 5=)«( يسنا ,5د (ع) صثل 
5-() يسثل وكدزء) lim/‏ 


»= )2( ہا و من +=( +) » ہنا و بما أن +=( ۲) وز فان +=( ع) يلا 
ا 6 


==( 2( زا و منە (=٥‏ )ا صتا و يما أن +=( ۲) ۷ ونا فين صب (ع) هوقا . 


اتمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على المجال ]0:0--[ بحيث من أجل كل :: من [-٠١:0]‏ لدينا: 


ل ر 
3 


| 1. عين نهاية الدالة / عند دم-. 


2 اال رى منحنياك أو حاسبة بيقية مش فداتين اء ى 


اذل و 1= 


5 
و منه حسب الخاصية!.. ۲(=1) / ٣اا‏ 


2. يقع المنحني ( ©) الممثل للدالة / بين المنحنيين الممثلين للدالتين 


5 
کن ر 


3 
جا« و 
0 


5 
المنحني الممثل باللون الأحمر يمكن أن يكون هو للمنحني ( ©) . 
| تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرفة على ۸ بحيث من أجل كل ند من : 1- 28 5 ( ::) / 
1. عين نهاية الدالة ر عند م . 
| 2. استنتاج نهاية الدالة / عند ده ؟ 


الحل 
1 =(1- :2) زل و بما أن من أجل كل + من : 1- 2۲ 5 (») / فلن ص - (ع) /إصتار "١‏ 
2 5+ - (1- 2) دنا و بما أن 1- 2۲ >( ) "/ر فهذا لا يسمح من استتتاج نهاية /ر عند 1 
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من السكر معطاة بالعلاقة: 


ينتج أحد المصائع كمية ي من السكر مقدرة بالقناطر. الكلفة الإجمالية للإنتاج ( 9) © بي 4 لصنع كمي 


0+ 160+ 203 - :و5 - (9) © حيث 20> 059 


. أصب (4)'© ثم ادرس إشارة (9)'©. 
. شكل جدول تغيرات الدالة © 


ت اذخ اهن ظط 


مثل على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني للدالة © باختيار نافذة مناسبة. 
نريد معرفة كمية السكر التي يجب إنتاجها حتى تكون كلفة الإنتاج هي 24 50000 . 


» ضع تخمينا حول هذه الكمية انطلاقا من التمثيل البياني للدالة €. 


» برهن صحة التخمين ياستعمال نتائج السؤال 2. 


» باستعمال حاسبة بيانية عين المدور إلى 0,01 لكمية السكر المنتجة قدرت كلفة إنتاجها الإجمالية, 


بب 21 50000 


تعتبر الدالتين / و ج المعرفتين على التوالي على 7 و ۴ 


0 درم / و 2+ عردرزع)ع 
1. متل على نفض شاشة حاسبة بيانية ,© و ,© التمثيلين 
البيانيين للدالتين / و م على الترتيب. 


ضع تخمينا حول عدد نقط تقاطع المنحنيين ,© و .٥‏ 
بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ‏ يختلف عن 0؛ المعادلة 
() >( :) #ركافئ المعادلة 1-0- 20+ : ب ». 
4. تعتبر الدالة ۸ المعرفة على 8 بب 
2-1 ددرع)م 
٠‏ أدرس اتجاه تغير الدالة :/ على ۸ . 
« آصب (0)« و (۸)1. 
» برهن أن المعادلة 0 > ( ::) / تقبل حلا وحيدا “على ۴. 
٠‏ باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا للحل © سعته ١1072‏ 


عمر الخيام (1131-1040م) 
حكيم وفلكي وعالم رياضيات وشاعر هو 
غياث الدين أبو الفتح عمر بن إبراهيم 

الخيام ولد في نيسابور عاصمة خراسان؛ 
بدأ تعليمه الأولي في إحدى مدارس 
نيسابور لتعلم القراءة والكتابة» ولما قوي 
واشتد ساعده رحل إلى سمرقند لدراسة 
الرياضياتءفانجز نظاما للارقام أكثر 
اتساعا من نظام الإغريق د كتابا 


ا ا تت 
موهبته في علم الفلك إلى جانب شهرته 
في الرياضيات: السلطان 
السلجوقي لتعديل التقويم؛ وكلفه ببناء برج 
إن ہدک للك 


العربيد الكت بها ! 
شعر المعري فكان له الأثر E‏ 


تعتبر الدالة / المعرفة على ]مه +:0] ب 1 
و ليكن ( /©) تمثيلها البيائي في معلم 
تمثيل المنحني ( /©) على شاشة حاسبة بيائية أو على مجدول يوحي بوجود مستقيم 
مقارب مائل (4) عند + . 

قي رأيك لماذا ؟ أعط معادلة للمستقيم (4) ٠‏ 


« التخمين بواسطة مجدول 3 
* أنجز باستعمال مجدول ورقة الحساب الموالية: 
* أحجز في الخلية2 8 عبارة ( <) /ر 
* أحجز في الخلية 2 © عبارة */(*) / ( 82/42- ) 
* أحجز في الخلية2 / عبار 


E lawe ule 


* حدد الخلايا من2 8 إلى غاية 22 ثم اسحب نحول الأسفل إلى 
غاية الخط 26. 


* ضع تخمينا 1 


دنر , ]2-) (e‏ /] 
* ضع حينئذ تخمينا حول معادلة المستقيم المقار ر (C,‏ 


© إثبات صحة التخمين 
* أدرس نهاية الدالة / عندمم+. 
* تحقق أنه من أجل كل × من ]ده + :0 7 
وال سقف 
#1 
* ضع خلاصة. 
* أدرس وضعية المنحني ( ,©) بالنسية إلى المستقيم (4) ذو المعادلة1- 22 لبر 
* مثل ( ي©) و (4) معا على شاشة حاسبة بيانية مع اخثيار نافذة مناسبة. 
نعتير الدالة / المعرفة على [ا)- بب ا 2 


1- 
کی د ی ا 


)x(= 2 1+‏ ان 


1 م استنتج اد ماسر 


بين أن المعادلة 0=( ×) / تقبل حلا ©محصورا بين 2- و 1-. 

عين» باستعمال حاسبة بيائية؛ حصرا للعدد © سعته 0,001. 

6. عين الأعداد الحقيقية 5:4 و © بحيث من أجل كل × من 8 : 
(x )=(x ° +1)(ar? +bx +c)‏ 7 

7 بين أن © هو الحل الوحيد للمعادلة 0- ( *) / على .R‏ 


حل مختصر تعاليق 
| م 
0( 
وروي 510 *105-| 
7 20 ر>مج| نذكر أن نهاية دالة كثير مدرد © 
2) ینا ممح * lim f (x)= lim x‏ و عند +٠٠‏ هي نهاية حدها الأعلى درجة. 
lim f (x)= lim x =+ » |‏ 
5 3 المعادلة 0 > ( ۲ 0 نقط 
3) يمكن أن نخمر التمثيل البيائي على شاشة حلول (>) 2 


الحاسبة أن للمعادلة 0 > ( ») ر حلا وحيدا. تقاطع المدحني اتلد ل 
ا ار ديات الفواصل و بالتالي عدد الحلول هو نفسه عد تق 
) الدالة / دالة كثير حدود فهي إذن مستمرة على ۳۴ و مته | | 


]3 (2-) رو ا 5 
1 |- قبل تطبيق مبرهنة القيم المتوسطة يجب التحقق| 

0 > (1-) /<(2-) “ر قحسب مبرهنة القيم الم 
من توفر شروطها. 


ال الا 


على [1-:2- 8 -(1-) /. و بما أن 


7 )x»(=0 
عند ضبط الذافذة.‎ 0,0015 

6) يعد النشر و المطابقة نجد؛ 1 > ٠1‏ 5 
7) يوضع 7+ 2+ + » ( )بر و با أن ۲140 

ن0-() / يعني 0=( :) بر. الدالة بر متزايدة تماما على | 


لدینا: =( )ی ستل ر =( ) سال 7 


بره قي اقمتؤتسطة المعادلة 0= (::) ع قبل حلا وحيذا في 
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موضوع مع إرشادات 5 
من بين الأجوبة المقترحة بالنسبة لكل سؤال جواب واحد فقط صحيح يطلب وضع العامة × في العاف ل 
اتبرير الاختيار غير مطلوب. 
ه تمنح 0,5 نقطة لكل جواب صحيح. 
٠‏ تنقص 0,25 نقطة بالنسبة لكل جواب خاطئ. 
» لاتضاف و لا تنقص أي نقطة في حالة عدم الإجابة. 
٠‏ إذا كان مجموع العلامات سالبا تمنح العلامة 0 للمترشح في التمرين. 

5 

نعتبر الدالة / المعرفة على المجال ٠]‏ +:2[ بب: ج--- 3+ 2 > (») / و ليكن (©) تمثيلها البياني في 
معلم متعامد و متجائس (0:1;7). 


E a I I 2 3‏ ر ا 
ا ری () اہی ر رار E‏ 

2. يقبل المنحني ( 0) مستقيما مقاريا موازيا لمحور التراتيب معادلته: Eas‏ 0 
خاطئ [] 
صحيح ر 
| 3 مد زع) im‏ خاطئ 6 
ا 4. المستقيم ذو المعادلة3+ ×2-= ر مستي مقرب مكل 187 e‏ 
a‏ یج 
5. تقبل المعادلة 6 > ( :«) /ر حلين من إشارتين مختلفتين. خاطئ 0 

& 
إرشادات 


1. قم بتوحيد المقامات في العبارة الأولى ل( ») ل 
2. لابد من دراسة نهاية الدالة / عند 2. في حالة قراءة النهاية على شاشة حاسبة بيانية يجب التفكير في اختوار 


انافذة مناسبة. 


3. أدرس نهاية الدالة / عند -ه-. 


4. عبن في البداية عبارة (3+ +2-) - ( ::) / ثم أدرس نهايتها عند صمد. 
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ألم رو ع دالتان معرفتان على [5:2-] و [4:3-] 
على الترتيب » الشكل التالي هو التمثيل البياني لهما قي 


1) هل الدالة ر مستمرة على [5:2-] ؟ 


2) هل الدالة م مستمرة على [4:3-]؟ 


تكون عليها الدالة م مستمرة. 
[# الشكل التالي هو التمثيل البياني لدالة /ر معرفة على 
]في معلم متعامد و متجانس. 


هل الدالة / مستمرة على المجالات الثالية: 
٠ 2:0]‏ ]21 ركيم ]2:5 ؟ 


2 


ألم تعتبر الدالة /ر المعرفة على ٨‏ كما يلي: 
[2نس[عم : كجم2- وار ] ` 
o ; xe]2:+“[‏ 
1) ارسم المنحني الممثل للدالة /رفي معلم متعامد و متجانس 
من المستوي. 
2) هل الدالة/رمستمرة على 1# ؟ لماذا ؟ 
نعتبر الدالة / المعرقة على 1# كما يلي: 
ال 00 
]+ نا[ r ; xe‏ 
1) ارسم المنحني الممثل للدالة /رفي معلم متعامد و متجانس 
من المستوي. 
2) هل الدالة /رمستمرة على ؟ لماذا ؟ 
|[ نعتبر الدالة /. المعرفة على ]0:2] كما يلي: 
f (x)=x+1+E(x)‏ 
1) أكتب؛ حسب قيم عد (×) / بدون العيارة (د) E‏ . 
2 أرسم المنحني الممثل للدالة /رفي معلم متعامد و متجادان' 
من المستوي. 
3) هل /مستمرة على ]0:2]؟ 
4) عين المجالات التي تكون فيها / مستمرة. 
[]] تعتبر الدالة / المعرفة على 12 كما يلي: 
ال[ +m ; x e‏ 3د () f‏ 
]مدا ع د ; f (x)=x?+1‏ 
1) هل الدالة /رمستمرة على ]م+:1]؟ على ]1زهه[؟ 7١١‏ 
2) كيف تختار العدد «/ بحيث تكون الدالة /رمستمرة 
على 12 
3) ارسم المنحني الممثل للدالة از 
مساعدة: نختار العدد «١‏ بحيث يكون جزئي المنحني في 
المجالين ]->+:1] و ]1:--[متصلين. 
أ / هي الدالة المعرفة على #اب: 
xe[li+e|‏ ; ا 


(meR) 


يع نعتبر الدالة/ المعرفة على ۸ كما يلي: 
REI, xe]-;0[‏ 

(x)= n ; xe[0:6] 

-2x+13 : xe ]6;+[‏ 
1) مثل في معلم متعامد و متجانس منحني الدالة ر . 

2) هل الدالة/ر مستمرة على 12 ؟ 

3) عين بيانيا حلول المعادلة 0= (×) /ر. 

أ الشكل التالي يمثل المنحني البياني لدالة'/رمعرقة على 
]0:4[ 


) أ) شكل جدول تغيرات الدالة ر . 

ب) هل الدالة /. مستمرة على المجال [0:4] ؟ 
<) أ) على المجال [2:4] ما هو عدد حلول المعادلة 
>2مار؟ 


اب) يقراءة بيانية أعط قيمة مقربة لهذه الحلول(أو الحل). 

ı0)‏ تعتبر الدالة “رالمعرفة على ب: 
2x +2r+3=0‏ دوم 

1) احسب (۸) ۶ و شكل جدول تغيرات الدالة ر . 

2) بين أن المعادلة 0 > (::)/ تقبل حلا وحيدا . 

حيث 0>م>1-. 

2) باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا للعدد © سعته 

5x103 

لم نعتبر الدالة / المعرفة على [1:3] ب: 
4+ 3+ “مك (x)=‏ / 


2) أ) بين أن المعادلة 0= ()* 

المجال [1:2]- 

ب) باستعمال حاسبة عين حصرا للعدد ب 

رهي الدالة المعرفة على ]م +0] ب: 

علجءد رار 

1) برر لماذا الدالة /. مستمرة على ]م+:0] ؟ 

2) أدرس اتجاه تغير الدالة /ر و شكل جدول تغيراتها. 

3) احسب (3)/. و (4)/ . استنتج أن المعادلة 

5>-()/ تقبل حلا وحيدا ©. 

4) باستعمال حاسبة » أعط حصراً ل © سعت 

/ الدالة كثير الحدود المعرفة كما يلي : 
12+ ?6 نيه “يقد f (x)‏ 

1) احسب (1)'/ مشتقة الدالة /. ثم تحقق أنه من أجل 

كل ع من 8: (لجم) (1-*)۸(=12)'/. 

3 استنتج تغيرات الدالة ر و شكل جدول تغيراتها . 

4) استنتج عد حلول المعادلة 0= (»)/ . 

5) باستعمال الآلة الحاسبة اعط قيمة مقربة لحل المعادلة 

0-(3)/ الذي ينتمي إلى ]1-:2-[. 

يعطى جدول تغيرات دالة/ كما يلي: 


n 
أعط في كل حالة من الحالات التالية عدد حلول المعاالة‎ 
: 8 المقترحة في‎ 
/(x)=7 (1 
/)»(--5 )2 
/(x)=-0,5 (3 
يعطى جدول تغيرات الدالة ار كما‎ 


1) ما هو عدد حلول المعادلة 0 > (<)/ر ؟ يرر. 
2) ما هو عدد حلول المعادلة  )×(=-5‏ ؟ برر. 

من أجل كل من الدوال /رء ج و ۸ المعرفة بجدول 
أتغيراتها » اذكر عدد حلول المعادلة المعطاة محذدا لكل متها 
المجال الذي ينتمي إليه الحل: 

0 دعر 


1) الشكل التالي هو التميثل البياني للدالة / على شاشة 
الحاسبة و المستقيم الذي معادلته 1= بر 


و 


أ) خمن عدد حلول المعادلة 1- () / . 
ب) اعط المدور إلى 10 للحل (أو الحلول ) باستعمال 
2) أ) ادرس تغيرات الدالة /رثم شكل جدول تغيراتها. 
ب) برهن التخمين الذي أجريته في السؤال  )2‏ 
[لكم / هي الدالة المعرفة على ۴ ب : 

+12- ترق نم2 - (ع) ل 
1) ادرس تغيرات الدالة/. و مثل جدول تغيراتها. 
2) ۸ عدد حقيقي ٠‏ ادرس عدد الحلول في 18 للمعادلة 
./(x)=k‏ 
3) بين أن المعادلة 8= (×) / تقبل حلا واحدا ب .اعط 
حصرا لت بتقريب *10مستعملا الحاسبة البيانية. 
/ هي الدالة المعرفة على ۴ ب : 

كج 3+ 2-20 J (x)‏ 
1) احسب (×)' / و شكل جدول تغيرات /. 
2) استنتج أن المعادلة 5 32 + 2 تقبل حلا 
واحدا ©.اعط حصرا ل بتقريب 107 
1) بين أن المعادلة 2-1-0 + "د تقبل على 
الأقل حلا في المجال [0:1]. 
2) باستعمال حاسبة أوجد حصرا لهذا الحل سعته 0,04 
بين أن كل دالة كثير حدود درجته فردية تقبل على 
الأقل جذرا حقيقيا. 
لتكن أ دالة مستمرة على [0:1] و تأخذ قيمهافي 
[0:1] . بين أن المعادلة ×= ()"/. تقبل على الأقل حا 


واحدا. 


شكل جدول تغيرات كل من الدوال f‏ ٠ج‏ و /- 
موضحا النهايات عند حدود مجموعة التعريف 
8# 1) عين النهايات عند +٠١‏ (إذا كان ذلك ممكنا) لكل 


: من الدوال التالية‎ 
g+h عجر شجيرا‎ ) 
gxh < fxh‘ fx& (o 


2) عين النهايات عند -م- لنفس الدوال السابقة. 
عين النهايات عند +١‏ و عند -٠١‏ (إذا كان ذلك 
ممكنا) لكل من الدوال التالية : 
E,‏ 


28- 

7 

احسب النهايات الثالية في حالة وجودها: 
im [/(D+e(0] )‏ 


in [/(0xe(] (r 
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اا 
عين النهايات للدالة /رعند حدود مجوعة 
.D,‏ 
2 


بماد رار ]+2[ د رم 
1 

2-7 - ()ر ]انه [د رم 
عين النهايات للدالة “رعند حدود مجوعة 
التعريف ,1/2 

«اجعل (2-ن)د عار ]مد:1-] د رم 


جا دوا 01[ ع D,‏ 


D, ]ه+نا[ب ]1-رهم[ د‎ «f (x)= 2+ 


ايات الدوال كثيرات الحدود و الدوال الناطقة ١‏ 
لعي النهايات للدالة /ر عند م- و عندمم+ في كل 
حالة من الحالات التالية: 
1( 
2( 
+x-1()1-x( 0‏ )= مار 
م )أ( )عار 
/(x)=-2x' +x -6 (5‏ 
6 زازب ماد ضر 
ولعي النهايات للدالة / عند د و عند +٥‏ محددا 
مجموعة التعريف في كل حالة من الحالات التاليةة 7 


4+3 ES 
2 م كدري )م م‎ 


3+51 


2+ ترق 


2 لخاد مور 6 2x‏ )ر 
|4 2 5 التالية. 
5 
«im i‏ 
TE‏ 


لتكن الدالة /,المعرفة على [2;+٠]‏ ب : 


ك-+1=(×)/ .و )٤,(‏ تمثيلها البياني. 
4 
٠‏ عين المستقيم المقارب الأققي و المستقيم المقارب 
١‏ لمتحت .)٥,(‏ 


) بالنسبة إلى مستقيمه 


©, ( حتد وضعية المنحني‎ ٠ 


الة/رالمعرفة على ]-+:1[ ب : 
ا 4+ 7 
x-1‏ 
1( عين lim (x)‏ 


=(۸) و(,©) تمثيلها البياني 


2) أ)عين الأعداد الحقيقية 0 ٠‏ ۵ © بحيث من أجل كل 


f(x)=axtb+ : :xe ]سنال‎ 


ب) استنتج أن المنحني ( ,) يقبل المستقيم (/ الذي 
معادلته 3+- = ر كمستقيم مقارب عند +٥‏ 
3) عين نهاية تر عند 1 : ثم فسر النتيجة هندسيا > 


2) ادرس الوضعية النسبة للمنحني (©) و الى 
1) بين أن المستقيم / الذي معادلته 1- - 
مستقيم مقارب عند 0+ و عند -- للمنخني (6" 
3+3 + 3+ _ 
)2+( 
2) ادرس الوضعية النسبة للمنحني (©) و المستقيم 2 
يه ارسم تمثيلا بيانيا مكنا (©) لدالة /, معرفة على 
(11-غاحيث: 
* (©) يقبل مستقيما مقاربا معادلته 1= ×. 
* (©) يقبل مستقيما مقاربا عند +٥‏ معادلته 1= رر 
* (©) يقبل مستقيما مقاربا عند ٥-معادلته‏ 2-= بر 
٠‏ / متزايدة على ]1:-[ و على ]+ ا[ ١‏ 
* المعادلة 0 > (×) /رتقبل حلين هما 1- و 3 . 
لتكن الدالة العددية / :: المعرفة على ]+ :3[ 


معادلته 


|) احسب (×) / 110 .ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني 


الممثل للدالة ر ؟ 

2) احسب (×) / 1100 .ا منحني الدالة / يقبل 

مستقيما مقاربا آخر (/ يطلب تعيين معادلة له » ثم ادرس 

وضعية المنحتي بالنسبة إلى 1 

1) ادرس إشارة 1-2 

2) لتكن الدالة العددية / المعرفة على ]0-+:1[كما يلي : 
1 ع روم 

1 
أ) احسب نهاية الدالة / عند! و عند ص 1 
ب) تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي × من ]> 


O 2 
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؛ ته الكل متهما. 
[ لتكن الدالة العددية / المعرقة على ]1-:--[ 


× ×2 
کک 
x+1‏ 76 
1) عين الأعداد الحقيقية ۾ » 5 + © بحيث من أجل كل 
=e ++: 6‏ 
a a‏ -(ع) 1 
2) لصب (×)/ زا .ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني 
دوک + 
الممثل للدالة كر ؟ 
) بين أن المنحني الممثل للدالة ل يقبل المستقيم 0 الذي 
معادلته «1-2-:ر كمستقيم مقارب؛ ثم ادرس وضعية 


مشتقة الدالة / 


f(x) 


ٿه معرفة على ]م +:1-[ب ]1-:--[ 


AO er 
أعداد حقيقية‎ ٠ حيث ۾ » ۵ و‎ 
.» احسب (<)'ر بدلةه »طاو‎ )1 
بالاستعانة يجدول التغيرات بين أن:‎ )2 

654 ,== قر اده 
3) أتمم جدول الثفيرات بتعيين النهايات المنقوصة. 
4) بين أن المنحني ,© الممثل للدالة”/. يقيل المستقيم 
2 الذي معادلته 0-1 > ر كمستقيم مقارب عند م 
وعند م4 


. /( ادرس وضعية المنحني ,© بالنسبة للمستقيم‎ ٠ 


aad 


على R-]-1[‏ كما يلي: 


نسمي (©) المنحني الممثل للدالة أرقي المستوي 
إلى معلم متعامد و متجانس . 5 


مقارب عند +١‏ و عند 5- للمنحني (€). 1 
3) ادرس وضعية المتحني (©) بالنسبة إلى المستقيم 2 . 
4) عين أصغر عدد طبيعي 7 حيث من اجل كل < × 

يكون لدينا: جل > (2-م)- (:) /ر 
وي لتكن الدالة العددية/. المعرفة على [1] - #اكما يلي: 

2 


رح ع اكه 


1) بين أن المنحني (©) الممثل للدالة 4 يقبل مستقيما 
مقاربا ماثلا 4 عند م- و عند + يطلب تعيين معادلته. 
2) ادرس الوضعية النسبية ل (©)و 4 , 
5 - الدالة المركبة. E % ٠.‏ 
/ و چ دالتان معرفتان على ۴ ب: 

+= ضار و 2-+00=3)£ 
1) الدالة /هي مركب الدالة / متبوعة بالدالة ج .لتعيين 
(۸)۸ انقل ثم أتمم 


عين عيارة ()7. 
2) عين الدالة م مركب لدالة ۾ متبوعة بالدالة /. 
[اج نعتبر الدالتين / و ب المعرفتين على 1 و 
على الترتيب ب 1+ + > (:) ال ,= 
)١‏ عين مجموعة تعريف كل من به / و ٠851‏ 
2) احسب ()(يره/) و (80/()2)* 
[[ اكب الدالة “ر على شكل مركب دالة تألفية 
مرجعية في كل حالة من الحالتين التاليتين: 
) تددر ب 2-ه-وار 
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2) لتكن الدالة ‏ حيث /ره ع - //ر 
أ) بين أن الدالة ۸ معرفة على . 
5 تعتبر الدالة /ر 0 2 ب) عين نهايات الدالة ۸ عند و عند مم+. 
=۵ 
4x‏ 
اكتب "ر على شكل مركب دالتين » متبوعة بلا . 
الشكل التالي يمثل المنحني البياني لدالة ر معرفة 
على ]مه +:0[ .في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه 
عين مجموعة تعريف الدالة المركبة 1 حيث ع / =» 
و النهايات عند حدود المجموعة. 


| 
=(*) ع المعرفة على . 
(×) چ المعرفةعلى | +;1[ 
شض أسئلة التمرين 51 مع : 
1( +-(م)ع المعرفة على *12 


1) نعتبر الدالة / حيث عه f‏ =۸ 
59 اشرح لماذا مجموعة تعريف الدالة :/ هي .R-)-1,1[‏ 
اك ر على ]1ه[ 2) عين نهايات الدالة :/ عند حدود مجموعة تعريقهاً" 


ان الدالة ر المعرفة على 1# ب : (,©) و (,©) هما التمثيلان البيانيان للدالتين / 
و ۽ كما هو مبين في الشكل المقابل: 


ا" 
د © هي الدالة الممثلة بمنحتيها البياني في الشكل التالي: 


ٌ 
| 
| 


2) عين النهايات للدالة / عند حدود مجموعة تعريفها 
إل نعتبر الدالتين/ر و ج المعرفتين على الترتيب 
على ]+ :0] و “8 حيث الدالة "ر معلومة بجدول 
تغيراتها التالي: 

0 H0 
ا لت صر‎ 
و الدالة بم معلومة بتمثيلها البياني (,0) المبين في الشكل‎ 
1 التالي:‎ 


2 


:) بين أن مجموعة تعريف الدالة / حيث عه / -/ هي 
إده+:1]ب ]1:0 


2) احسب نهايات الدالة / عند حدود مجموعة تعريفها. 
لي علما أن : 

+ =(») سلا و د ()/ر ستل ء 
عين (>)(ثرء/) lim‏ و ()(/رهم/) lim‏ 
8 علماان: 6 الود 
سد () im f‏ ء im J (x)=‏ 
0 لجاع im‏ و +=( img‏ 
عين (2)(/ 8°( سل د im (g°/)()‏ 


د (*)(#ه 8 


00 
1) عبر عن :/ كمركب دالتين(/ر متبوعة ب ) يطلب 
2 عين ()/ ال 
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1) اكتب/. كمركب دالتين . 

2) استنتج نهاية الدالة “رعند 0 و عندەم+, ٠‏ 
3) ما هي التفسيرات البيانية التي تستنتجها بالنسبة 
الممثل للدالة ر . 


[#[ باستعمال نهاية مركب دالتين؛عين النهايات التالية : 
2ل e lim Ê «lim Jx +x +1 lim‏ 
xate‏ سمج 2اس 


خا 5٠ i‏ +1- علد Een‏ 
»«-1 ریک فو دبکږ 
علما أنه من اجل كل ]م +:0[ ×٤‏ : 

)=0 مامي( 11 © 

E x 
: ×6 ]0: +] علما أنه من اجل كل‎ 

7 3 2+1 

کک( )رک ا 
علما أنه من اجل كل 8 ×٤‏ : 

هك زمر »ما ھی ()/ وا 1 
الشكل الموالي هو التمثيل البياني ,© لدالة ا 
معرفة على 12 والمنحني ,© هو المنحني الذي معادلته: | " 


2 


تعتبر الدالة'/ المعرفة على * حيث: 
من لجل 1ا<#» )>1 
و من أجل اك د >0 ٠‏ دار 
ومن أجل 1->»× ۰ () م )ل 


د )م و 
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أتمم الجمل التالية و استنتج نهايات الدالة'/ بالمقارنة 
1) من أجل 3,5< :د .... < (:) f‏ إنن.... - )*( / lim‏ 
2) من أجل1 > ×> 0: 

< جر إنن.... - (د) ر صلا 
3 من آجل2- 5+ :....ك (2)/ إذن .. 
نعتبر الدالة'/ر المعرفة على ]4 +:2 ]إن 
كما يلي: 


1) برر مجموعة تعريف الدالة / . 


f(x)= Na? =4 


2) جد دالتين 8 و / بحيث تكون”/ر مركب ير متبوعة ب ا 


. lim /(x) د‎ lim /() ادرس إئن‎ )3 


4) من أجل 2< مد قارن بين 4- 2ا و عد. 


في الشكل التالي نمثل الدوال /رء ج ٠‏ / و ۸ حيث: 
+-(:)ع على المج ]»+:0[ 
k(x)=x‏ 


1) بين أنه إذا كان 1 < ×قإن: > 
2) استتقج () / زا 


/ردالة معرفة على ۴ »على المجال ]م+:1] 
منحنيها البياني هو نصف مستقيم معامل توجيهه | ويقطع 
محور التراتيب في النقطة التي ترتيبها 2 . 

على المجال ]1 :-[ /معرفة ب «ر+ +-=(»)/ 
1. كيف تختار ١‏ حتى تكون الدالة ر مستمرة 
2. مثل بيانيا الدالة "رفي معلم . 

رهي الدالة المعرفة على ]دم+:0[ 


+R على‎ 


( (2)/ 
2. نقبل أن من اجل كل عدد حقيقي 
موجب تماما ×: 


lim /(%) ( 


2 
ک-ط+ ته د /)x(‏ 
2 

حيث 4 و ۵ عددان حقيقيان 

«عين ۾ و 0 باستعمال المعلومات السابقة. 

3. بين ان المعادلة 0 = (×) / تقبل حلا واحدا @ 


محصورا بين 1/30 
»* عين حصرا ل ©#سعته 107 
٠‏ استنتج إشارة(») ل٠‏ 


ا 
2 الحاسية البيانية أظهرت الشا 
منحتي الدالة المعرقة على 8 ب : 


لدالتين رو م . 

: × ان تر معدوم‎ 1 E 
)ع - )مر معا 0= 1+ + + ا‎ 
2.نعتبر الدالة ۸ المعرفة على ۴ ب‎ 

M(s)= x + اجرح‎ 


أ) ادرس تغيرات ۸ على ۸ ۔ 
ب) لصب (1-)1 و (0)/ 21 
ج) بين أن المعادلة 0= ()/ تقبل حلا واحدا 


في +1 .باستعمال لحاسبة البيانية » أعط حصرا لهذا لحل 1. بقراءة بيانية اشرح لماذا المعادلة 0= () / تقبل حلا 
واحداجم ؟ 

2. ما هو الحصر الذي يمكن إعطاؤه ل ؟ 

3. جم هي الدالة المعرفة على 1 ب : 

0 
2 


ت لأربع دوال/رء هر 


ax+b 


و و ر ب =(×)/ ۰ تمثيلها 
3 


مډ )1(0 ور 

٠ | 74 7 7 x N 1|‏ عين عيارة (×)/ 
التكن الدالة / المعرفة و المستمرة على ۳ و ,€ هو 
تمثيلها البياني في الشكل التالي 


أرفق بكل جدول دالة من الدوال التالية: 
@ 2+ 2 
تسم .اه ور 


97 2و 57 


E‏ ل الدالة / مبينا فيه النهايات و القيمة 


الحدية للدالة /رو نقط تقاطع ,© مع محور الفواصل. 
2. ع هي الدالة المعرفة ب 7[(») /] - () 4 
أ) بين لماذا ب معرفة على ۴ ؟ 
اب) جد دالة 1 حيث تكون ع مركب الدالة /رمتبوعة ب مام 
ج) باستعمال السؤال السابق » ادرس نهايات ج عند مم 
و عند +٥‏ ثم حدد معادلات المستقيمات المقاربة 
المحتملة. 

2. ۸و ۸ دالتان معرفتان ب: 


(=r و‎ (= 


أ) حدد مجموعة تعريف كل من / و ۸ . 


ب) ادرس النهايات للدالتين / و ۸ عند حدود مجموعة 
تعريقهما ثم عين معادلات المستقيمات المقاربة المحتملة 

| البيانيين. 

انعتبر الدالة/ المعرفة على ]2:---[و ,€ هو 
تمثيلها البياني في الشكل المقابل: نقبل أن المستقيم ۸ الذي 
معادلته 1-:ز و المستقيم' 4 الذي معادلته 
مستقيمان مقاربان للمنحني ,© ٠‏ 


من هذا التمثيل البيائي عين: 

) نهاية ()/, عندما يؤول × إلى 2. 
نهاية (3)”/ر عندما يؤول :د إلى دم . 
2. شكل جدول تغيرات / على المجال ]2 
3 نقیل إن + ۵۳+ ثيه 


0 


-(:)/ حيث ۾ اوه 


4. بقراءة بيانية للمنحني احسب (2-)/ و (| 
© استنتج جملة لمعادتين ذات المجهولين و . 
٠‏ حل هذه الجملة و عبر عن ()/ر بدلالة × . 


إسنل) 
[ نعتبر الدالة /المعرفة على [1-;2-]-8 ب: 
2+7 
2 
(©) المنحني الممثل للدالة /رفي المستوي المنسوب إلى 
معلم متعامد و متجانس [ ,0:7 ) .الوحدة 1٥‏ 
1) عين الأعداد الحقيقية © » ۵ و بحيث من أجل كل 


b E 
ل د ار‎ ER {-1:3} 


2) احسب نهايات الدالة / عند حدود مجموعة التعريف. 
3) استنتج معادلات للمستقيمات المقاربة للمنحني (6). 
4) 2 مستقيم معادلته 3 = رادرس وضعية (©) بالنسبة 


إلى 2ء 
4) احسب («)'/رو استنتج تغيرات الدالة/ . 
- شكل جدول تغيرات /ر. 


5) بين أنه من أجل كل [1-;2-]- 8R‏ : 
()/ = (×+-3-) ۶ .ماذا يمكن أن تستنتج؟ 
6) عين إحداثيات نقط تقاطع المنحني [©) مع محور 
الفواصل. 
7)أنشئ المنحني ([©) و المستقيمات المقاربة. 
8) ل متتالية معرفة من اجل كل عدد طبيعي 0 <۸ ب : 


u, =3- f (n) 
- أ) مثل الحدود ا1 .يلا و ولا‎ 
۰5, = + ب) احسب المجموع ,1 +..... + ولا‎ 


ج احسب رک اا . 


الدالة العددية ار المعرفة على [1)- ۸ 
501 

,© المنحني الممثل للدالة قي المستوي المنسوب إلى 

معلم متعامد (0:1.7)- 

1) أ) احسب تهايات الدالة / عند حدود مجموعة 

التعريف. 

ب) ادرس تغيرات الدالة ر و شكل جدول التغيرات. 


2) أ) عين الأعداد الحقيقية ۾ » 8 » © و 4 بحيث من أجل 


وضعية ,© بالتسبة إلى 2 . 
2) بين أن المعادلة 0= (:د)/. تقبل حلا واحدا © في 


المجال ]0:1-[ .استنتج حصرا ل بتقر 
4) أنشئ 2 وم© في المعلم (ز ,07 ) .(الوحدة 
على محور الفواصل و 1677 على محور التراتيب ) 


5) استنتج بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ” عدد 


«- )م 


الجزء1: 
نعبر الدالة رالمعرفة على ]هه +:0] ب: 


"+32? +61 +10 


/(x)= (er 
و (©) تمثيلها البياني في معلم مختار‎ 

تحصلنا على المنحني (€) يحاسبة بيائية باستعمال النافذة 
]0:10[ عدر [مكيةف-] ye‏ 


پا 


2) ليكن ‏ المستقيم الذي معادلته Eo‏ 
ادرس وضعية المنحني (©) بالنسبة للمستقيم 2 
3) ارسم (©) و 7 في معلم متعامد من اجل 
xe [0;10]‏ 


3) حل بيانيا المعادلة ×26 = (ند)/ر » ثم تحقق من ذلك 
بالحساب . 
الجزء2: 
مؤسسة تنتج و تبيع أسلاك كهربائية (640/65) » تصنع 
على الأكثر 10/77 من الأسلاك شهريا , الكلفة الإجمالية 
بمئات الآلاف من الدنائير لصنع 4/7 من 
الأسلاك معطاة بالعلاقة: 
20 

)4+1( 
كل كيلومتر من الأسلاك يباع ب 260002۸4 
> أعط اتجاه تغير الكلفة الإجمالية. 
2)عين دالة الدخل لهذه المؤسسة إذا باعت إنتاجهاء 
3) باستعمال التمثيل البياني المحصل عليه في الجزء [-2)2 
ج حتى تكون الفائدة موجبة أو 


C(4)=4+30- 


1) حدد الكلفة الثابتة 


اقرأ كمية الأسلاك التي 
معدومة. 

4) بين أن دالة الفائدة المحققة من أجل الإنتاج و البيع 
ل )ي معطاة بالعلاقة؛ 
)4+1( 

جد جبريا عدد الوحدات المنتجة حتى تكون | 


8)9(- 
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الأسئلة من 1 إلى 5 تتعلق بجدول تغيرات دالة ر 


البياتي لها في معلم متعامد للدالة /ر 
. 


25 
ا 


1( من ملاحظتك للجدول: 
017١‏ 5- نر Jm‏ 


ب) هد دار lim‏ 


lim /() =+ (3 lim /(%)=— (e 


المنحني 26 


آي مستقيم مقارب عمودي 

د) یقیل مستقيمين مقاربين عموديين مختلفين 
3) في النقطة التي فاصلتها! المنحني © : 
) يقبل مماسا معادلته 1-- × 


ب) يقيل مماسا معادلته 1- = ر 


د) يقبل مماسا معادلته 1- ×= ر 


) ۸(=2) تقبل على الأكثر ثلاثة حلول. 
ب) 1- > ()/ر تقبل بالضبط حلا واحدا. 
ج) 5== (/ لا قبل آي حل. 

د) 7>-(2)/ تقيل بالضبط حلين. 

5) انطلاقا من مركب دالتين: 


)31 سلب يمنا 
f(‏ = 


ب) 3= ہا 


6 
ج) الدالة “[() “ر] جد معرقة على 34 


lin /() =+ د)‎ 


(الجدول الموالي ) معرفة على [5)-8 و© هو التمثيل 


مستقيما مقاربا أفقيا ب) يقبل مستقيما مقاربا مائلا. 


و ج هي الدالة المعرفة في 

كل حالة من الحالات 

المقترحة أدناه ؛ المطلوب الإجابة بصحيح أو خاطئ 

ما يلي دون تبرير 

i (/g)(x)=-1g (x)= من أجل تج‎ )1 
e 

2) من أجل 2 


im (/#)()=-1 ١ ضام‎ 


1 


lim(/*g#)(x)=1 < g(x) 0) من أجل‎ )3 


4) من أجل ا - رم) ی ١1د‏ («)(عه/) سر 


+2-= )ع د 4)00 
[57] نعتبر الدالتين/. و م المعرفتين بجدولي تغيراتهما 
كما يلي : 


5)من أجل 


أكد صحة أو خطا العبارات التالية: 
1( اد(0)(رمع) 

(/°g)()=0 (2 

im (ge/)(x)=0 (3 
im )/ صدد )زمه‎ 


im «)زعءد/)‎ (5 


الكفاءات المستهدفة 


9 ا ر دال 
|1000 تبنقة دالة مركبة. 


منذ القرن التاسع عشر استعان الاقتصاد بالرياضيات لدراسة المعطيات العددية وبناه نماذج. 

économie)‏ - 11170) هي فرع الاقتصاد أكثر استعمالا للرياضيات. فهي تعتبر الاقتصاد 
كموعدء في سوق» يلتقي فيه المستهلك و المنتج بهدف الموازنة بين طلب الأول و عرض الثاني. 
في هذه النظرية تندرج دوال الكلفة الإجماليةء المتوسطة و الهامشية إلى دوال العرض و الطلب ... 
في »تم تطوير الا زر الجزئي ” العرض والطلب " أصلاً من قبل 
تغير سعر وكمية الام المباعة في 
التنافسية بشكل غير كامل. 


ة الحديثةء فهو كثير الاستعمال في بناء أساس تشكيلة واسعة من 
مهمّة لفهم الكثير من الندارس الاقتصادية لآلية| 
و اتخاذ القرارات . 


1 أحسب الأعداد المشتقة التالية: 
(J (2)* (gJ(-* (J()* ٠‏ *)2( )£( 
Gas. Gms as (eee ٠‏ 
2. من أجل كل × من المجال [0:2] نضع: (1- ×2) /=( »)۸ 
آضب 3)0( 


تتتج إحدى المصانع منتوجا .الكلفة الإجمالية لصنع كمية ي من هذا المنتوج 
و المقدرة بب 24/ معطاة ب: 
80+ و14-q)=q(‏ © مع 10> 0>4 
و قد مثلنا على شاشة حاسبة بيانية منحنيها البياني ( الشكل المقابل ). 


1. الكلفة المتوسطة لإنتاج وحدة ي هي: ر Cu‏ 
٠‏ عين عبارة(٩) ٤‏ بدلالة ۾ من أجل 510 0>4. 
٠ه‏ أحسب مشئقة الدالة ‏ € ثم استنتج اتجاه تغيراتها.أرسم في معلم متعامد التمثيل البياني للدالة , © 
2. نفرض أن ثمن بيع وحدة ي هو 32104. 
٠‏ عين قيم ي التي يكون من أجلها المصنع مستفيدا. 
٠‏ عين قيمة ۾ التي يكون من أجلها الربح الإجمالي أكبر ما يمكن. 


د 5 


4 و ۲ دالتان معرفتان على 8 يبب 1+ ×+ + - ( *) او 3+2 (ع) بر 
1) تعيين الدالة المركبة ٠1۲‏ ۷ 
لدينا المخطط التالي: (ه) به ۷=(ط)ء ج (۾) یدن ج ي 

٠ه‏ بين أن الدالة ٠٠١‏ ۷ معرقة على . 
ه من أجل كل عدد حقيقي 4» عبر بدلالة ۾ عن (4) بده ۷. 

2) حساب (ه) ٠و‏ (۷)۲ 

٠ه‏ الدالة ‏ قابلة للاشتقاق على 8 و الدالة ٠١‏ قابلة للاشتقاق على 12. عين الدالتين . و”لا. 

» ارسم و أتمم الجدول الموالي ( تدور النتائج إلى 10 ). يمكننك استعمال مجدول أو حاسبة بيانية. 


3) حساب (م) زيده ) 


٠‏ أنقل ثم باستعمال حاسبة بيانية أتمم الجدول الموالي: 


Plot 10م‎ 
B(X2+%+1)^3+ 


» خمن علاقة بين (4)//: ٠” )0( ٠‏ من جهة و (4) (:ه ۷) من جهة ثانية. 
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إلى عدد حقيقي نرمز له بالرمز ٠ )١(‏ / و يسمى العدد المشتق للدالة / عند © . 1 
ملاحظة: إذا قبلت الدالة / الاشتقاق عند كل عدد حقيقي > من / نقول أنها تقبل الاشتقاق على / و تسمى الدالة 
(×) "رج عد:“ثر الدالة المشتقة للدالة /- 
2. التفسير البياني ‏ التفسير الاقتصادي 

إذا قيلت الاشتقاق عند » فإن تمثيلها البياني ( ,©) يقبل عند النقطة (() /.: 4) 4 مماسا معامل توجيهه (7)0/ 
و معادلته: (ه) + (ه- »)(4)'/= « 

» التفسير الاقتصادي 
الكلفة الهامشية للإنتاج هي تزايد الكلفة الناتج عن صنع وحدة إضافية. تعطى الكلفة الهامشية بالعلاقة: 
٥, )4(-© )4+1(-© )9(‏ حيث © هي الدالة ' الكلفة الإجمالية " نلاحظ أن ( 7)4© هو تقريب جيد لب (4) ,6 
في الاقتصاد نضع (و) =٥‏ (و) ,,© حيث ٥‏ هي الدالة المشتقة للدالة الكلفة الإجمالية ©. 


3. قواعد الاشتقاق ‏ العمليات على المشتقات 


٠‏ قواعد الاشتقاق 


E | |, |) *+درندءمو ددس‎ | XX | زعم‎ EE 
5 E 
1 0 ل 0 م‎ nx 5-5 Ê سے‎ E 
إو | :]و او‎ 1 
خا‎ [0+] a _ 


العقليات على المشتقات 
4 و ۷ دالثان قابلتان للاشتقاق على مجال / من 18 و / عدد حقيقي. 

E 5 0‏ 1 
| كد ج( الدالة ٠:‏ لا تتعدم على / ) - 


LS 1 


و يما أن ال 
و منه 4-- 5. معادلة (4) هي إذن: 4- ×3 
كان بالإمكان تطبيق الدستور: (ه) /ر+(ه- <)(4»)' /- بر مع 2-=ه4. ا 


تمرين محلول2: الكلفة الإجمالية لصنع كمية ‏ من منتوج و المقدرة ب 14 معطاة بب: 
-5q? +304 +10‏ ذو C(4)=‏ مع 30< 0<4 
كما أن ثمن بيع وحدة ي هو 1057⁄4. 
1. عين ,,© الدالة ' الكلفة الهامشية * . 
2. ما هي الكمية المنتجة ي التي تكون من أجنها الكلفة الهامشية مساوية لب 2/4 105 
3. مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحنيين الممثلين للدالتين " الكلفة الإجمالية ” و " المدخول الإجمالي * 
4. أعط تفسيرا بيانيا لنتيجة السؤال 2. 


1. من اجل كل و من [0:30] لدينا: 30+ و2-10و- (و)'©- (4) ,© 
2 105-(4) ي© تعني 105= 30+ 210و أي 75=0- 4-104 ْ 
تقبل هذه المعادلة حلين هما على التوالي5- و15 و بما أن ي عنصر من[0:30] فإن ٠4-15‏ 
اتكون إذن الكلفة الهامشية مساوية لثمن بيع وحدة ي من أجل إنتاج 15 وحدة. 

3 الدالة المدخول الإجمالي هي الدالة ۸ المعرقة على [0:30|بب 1054 (4) ۸ 


4. نتيجة السؤال2 تعني أن 15= (4)”) و يفسر ذلك بيانيا يان مماس 
المنحني الممثل للدالة * الكلفة الإجمالية * عند النقطة التي فاصلتها 15 يكون 
موازيا للمستقيم الممثل للدالة ۸. 


65 a E" 


لءدراسة دالة 

1. المشتقة و اتجاه التغيرات 
مبرهنة ( دون برهان ): / دالة قابلة للاشتقاق على مجال 7 من 8 . 

*إذا كان من أجل كل × من 01 <( *)' / ما عدا ممكن من أجل عدد محدود من القيم التي 
تتعدم الدالة / من أجلهاء فإن الدالة /. متزايدة تماما على /. 
+إذا كان من أجل كل × من 7: 0 > ( *)” / ما عدا ممكن من أجل عدد محدود من القيم التي 
تنعدم الدالة / من أجلهاء قإن الدالة /. متناقصة تماما على /. 
*إذا كان من أجل كل × من 0:7 -( *)” / فإن الدالة /ر ثابتة على [. 

مثال: تعتبر الدالة / المعرفة على 8 ب 3-* 6 + ' +8- * :3 > (<) / 

/ دالة كثير حدود قهي إذن قابلة للاشتقاق على 1# و لدينا: 122+ * +24 - 7 12> ()”/ 

بعد التخليل نجد أن: *(1- ×) +127 -(<)' / 


من أجل [0:-.-[ e‏ ندء 0 >( ×)' / و من أجل ]م +:0] € ندء 0<(*)'” / 
بالإضافة إلى ما سبق لدينا: + - ( <) (x (=+, lim f‏ بسنا و منه جدول تغيرات الدالة / 
هك 1 Eo‏ 
EOL E 0‏ 7 
+ 0+ 
ET‏ )( / 


و يشمل + بحيث من أجل كل × من لء (,:د) />(٭) /. 
*القول أن (م٠)‏ / قيمة حدية محلية صغرى للدالة / يعني أنه يوجد مجال مفتوح ل محتوى في 
و يشمل ."د بحيث من أجل كل × من ل۰ (,) /< (*) /ر. 

#القول أن (.::) / قيمة حدية محلية ل / يعني أن (.:*) / قيمة حدية_محلية عظمى أو 
مثال: نعتبر نفس معطيات المثال السابق. 

* نلاحظ من جدول تغيرات الدالة / أن 3- = (0) / هي قيمة حدية محلية صغر: 
[مثلا ا لا E E‏ 


صو ا م امه 

مم 
بما أن 0 < (1+ 2+) فإن إشارة( )' /ر هي من نفس إشارة 3+ 2-2 الذي يقبل جذرين هما 1 و 3-. 
إذن ر متناقصة تماما على كل من [3-:0-[ و ]- +:1] و متزايدة تماما على المجال [3:1-]. 


لدينا 0-(») رصنل و 0=(*) صل كما أن ور - (1) “رو ب - -(3-) / و منه جدول تغيرات الدالة ر 


تمرين محلول2: يعطى الربح ب 4 المحقق من قبل أحد المصانع بعد بيع كمية ي من منتوج بالعلاقة: 
0- 2004+ *و0,1- - (و) 8 حيث 51500 059 
1. أدرس تغيرات الدالة 8 على المجال [0:1500] ثم استنتج أكبر ربح يمكن تحقيقه من طرف المصنع محددا 
في هذه الحالة الكمية ب المباعة. 
| 2 مثل على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني للدالة 8 . 
الحل 


1. لدينا من أجل كل ي من [0:1500]: 200 + =-0,2g‏ ( )87 و لدينا: 
4(=0) 8 من أجل 1000 - ب و منه جدول إشارة( )8 


| 1500 1000 0 0 
1 0 + )8 
نستنتج أن الدالة 8 متزايدة تماما على [0:1000] و متناقصة تماما على [1000:1500] 


و بالتالي فهي تقبل قيمة حدية عظمى من أجل 1000 = ي. لدينا 75000 = (1000) 8 
إذن أكبر ربح يمكن تحقيقه هو 75000124 بعد بيع 
0 وحدة. 


2. انظر الشكل المقابل. 
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1. مشتقة الدالة ٥1‏ ۷ 
| ميرهنة ( دون برهان ): إذا يلت االة » الاشتقاق على مجال / من ۸ و قبلت الال 
الاشتقاق على ( 7) ١‏ فإن الدالة ٠ ٠٠‏ تقيل الاشتقاق على / و لدينا: 

سولف نشدت (rou)‏ 
مثال: لتقن / الدالة المعرقة على ۲ بد 3- '(2+1 »)2 - (8) / 
تلاحظ أن به ۷= تر حيث 1+ يرجا برج و 2235-3 ا :۷و مه (ع) عد[ اح )۷=( )7 


يد الصاب تجد: "(2+1») +12- /(*)=6(x +1) x2x‏ 
2. نتائج 
٠‏ مشتقة الدالة (+) /أ, جا × 


إذا كانث الدالة /: قابلة للاشتقاق على مجال / من 8 و كانت موجبة تماما على / فإن الدالة + تقبل 


الاشتقاق على [.و لدينا: !لل = زلا 


2 1 
مثال: لتكن / الدالة المعرفة على ۴ بب 2+ عأ - ( ») / 
تلاحظ أن = / مع 2+ ×=( ×)». و بما أن /؛ قابلة للاشتقاق على 1# و من أجل كل :د من 8› 0 <( :)لآ 1 


7 2x 
x)= 5 
/) EEE 
) 1<2 مشتقة الدالة ]) ]> » ( « عدد طبيعي يحقق‎ ٠ 
١ تقبل الاشتقاق على / و لدينا:‎ ٠" إذا كانت الدالة : قابلة للاشتقاق على مجال / من 1# فإن الدالة‎ 


قفن الدالة / قابلة للاشتقاق على 12 و لدينا: 


(u) =n 
/ (x)=(2x?-3x +3) هثال: لتكن / الدالة المعرفة على 12 بب‎ 
154 نلاحظ أن = ر مع 3+ +3- :2 =( :) .و بما أن / قابلة للاشتقاق على 1# فإن الدالة / قابلة للاشتقاق على‎ 
7)۲ - و لاد (3+ 2-3 )(3- ج3)4‎ 


١‏ تنفد ااية ر جا م رام :عد طبیمی یحی ااا 
[e]‏ 


BEES 1‏ 
إذا كانث الدالة ٠‏ قابلة للاشتقاق على مجال / من ٨‏ ولا تنعدم على / فإن الدالة - تقبل الاشتقاق على | 


1. نلاحظ أن متحنى الدالة ع يقع قوق محور القواصل من أجل [2:3]ل|[0:١-]‏ » × و تحته من أجل [0:2] 
و منه 0<( *) ع من أجل [1:0[]2:3-] ٤‏ + و 50( )ع من أجل[ ]0:2‏ ند. 
بما أن الدالة بم متناقصة تماما على [1:1-] و متزايدة تماما على [1:3] و تقبل مماسا موازيا لمحور الفواصل عند النقطة 1 
تات الفاصلة! فإن 0 > ( )”جم من أجل ]1:1-] و 0< ( »)ج من أجل[1:3[ ع » و0-(1)/م. 

2. الدالة ج معرفة و قابلة للاشتقاق على [1:3-] و منه فالدالة ”= / معرفة و قابلة للاشتقاق على [1:3-] 
و لديتا: (×) چ( :)”28 -(*)”/. باستعمال الجدول الموالي نحصل على إشارة (:)” / 


EE 0 1 5 5‏ 
mm Tm‏ 
EE c> IIE‏ )£ 
OIE:‏ ج 2000 )*(/ 
تمرين محلول2: عين مشتقات الدوال الآتية: 
! 1. '(3+ × 2) جا ×: / على .R‏ 2 > 1 


زكرم 
3 4= جرب ,/ على ]مه +: 2[ 
لحل 
٠١‏ نلاحظ أن = / مع 3+ +- 28 > ( +) . الدالة ٠‏ قابلة للاشتقاق على 8 و لدينا 1- ده - ( )10 


إِذن ۶ قابلة للاشتقاق على 12 و لدينا ”/4/ي4 >“ و منه من أجل كل دمن #ء '(3+ عب ×1()2- )4 -(+)”// 


x 5‏ )3(2 2 
كل ہین چ تك د لك ( )ی 
اددع (1-:م) ام 
3. نلاحظ أن ١ه‏ = .مع 4- * ند ( :) /:. الدالة /: قابلة للاشتقاق على ]--+:2[| مع 0<[ )4 إذ 
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قابلة للاشتقاق على | +2[ و لدينا = ومته من أجل كل ند من ]م +:2[: eRe‏ 


ل 35 


أ- نعتبر الدالة بم المعرفة على المجال ]+:1-[ بب 1-*+2+3-3 - ( +) ۾ 
و ليكن ( ©) تمثيلها البياني في معلم. 
1. متل ( ,©) على شاشة حاسبة بيائية ثم ضع تخمينا حول عدد جذورها و حول إشارتها. 


أدرس تغيرات الدالة بم ثم شكل جدول ت 
بين أن المعادلة 0>-(*) چ تقبل حلا و 


يدا » محصورا بين 1,6 و 1,7 


نڅ هن جد 


استنتج؛ حسب قيم ×» إشارة ( «) بم على المجال ]ده +:1-[ . 


ب- نعتبر الدالة / المعرفة على المجال إ+:1-[ بب 
تبر على 


و ليكن ( /©) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ل, 0:1) ( الوحدة: «ع4 ). 
1 بين أن #+=(») / صا ثم أحسب ( *) / ها . أعط تفسيرا بيانيا للنتيجتين. 
)م 


2- بین أنه من كل × من ]مه +;1-[» =( )“ري 

(x +1)‏ 
3. استنتج اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 
4. عين معادلة لب (4) مماس المنحني ( ,©) عند النقطة ذات الفاصلة0. 


الا ا ا 1 
(x)-(-x +1)= e‏ / 


6. بعد دراسة إشارة(1+ «-)- (:) / استنتج وضعية المنحني (/©) بالنسبة للمماس (4). ماذآ 
تلاحظ ؟ 


ك ارسم المستقيم (4) و المنحني ( ,€). 


5. تحقق أنه من أجل كل × من ]1+;1-[ء 


تعريف: المنحني ( ,'©) يقع قوق مماسه (۸) عند النقطة (0:1) من أجل ×> من ]1:0-[ و يقع تحت هذا 
المماس من أجل × من |0:1[ . تسمى النقحلة (0:1) نقطة انعطاف للمنحني ( /©) 


ا 3 


نعتبر الدالة / المعرفة على ]->+:1[ لا ]1:1-[لا]1--. 
و ليكن (,©) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجائس ( ل, /: 0). 
. أحسب نهايات الدالة / عند أطراف مجموعة تعريفها.استنتج المستقيمات المقاربة الموازية لمحور التراتيب. 
أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها.أكتب معادلة للمماس ( ,©) عند النقطة ذات الفاصلة 0 . 


1= 2 
= رو ہے اا =)«( f‏ 


3. بين أنه من أجل كل × من (e) =x +1 + ٠42,‏ ر 
4. بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 1+ ×= ر مستقيما مقاربا مائلا للمنحني (/0) عند م و عند صمب . 

5. أدرس وضعية المنحني ( ,©) بالنسبة للمستقيم المقارب المائل (4) . 

بين أن المعادلة 0=( *) /ر تقبل حلا وحيدا 2 في المجال ]1:1-[ يطلب إيجاد؛ باستعمال حاسبة بيانية؛ حصر 


6. 
له سعته 0,1. 
7. أرسم المستقيمات المقاربة و المنحني ( /©) ٠‏ 
8. من ملاحظة( ,©) خمن وجود مركز تناظر للمنحني( ,©) ثم أثيت صحة أو عدم صحة تخمينك. ١‏ 
۴ 
x‏ 
u(x)‏ 
u(x)‏ 


1. عينء ياستعمال جدول تغيرات الدالة / إشارة( ند) ». 
2. نعتبر الدوال ٠ ٠#‏ / و ۸ المعرفة كما يلي: 
كلره كر سه و لدم ل - 


.۸ عين مجموعة تعريف كل دالة من الدوال /ء »۸ و‎ ٠ 
SSE) se) عبر عن كل من( :«)' ثرء‎ ۰ 
٠4 و‎ ۸٠ع‎ f استنتج جدول تغيرات كل دالة من الدوال‎ ٠ 


موضوع محلول 
التمثيل البياني ( ,©) المقابل و المرسوم في معلم متعامد و متجانس 

(0:7,7) هو لدالة / معرفة و قابلة للاشتقاق على [0:4]. 

النقط 4رء 8 و © هي نقط من ( ,©) بحيث أن مماسي ( ,©) عند كل من 

4 و 8 يوازيان محور القواصل بينما مماس ( ,©) عند النقط © هو () 

لدينا: (1:5) 4ء (3;1) 8 و(2:3) ©. 

1. أحسب (1)/ء(2)' / و (3)//. أكتب معادلة للمماس (4). 

2. عين بيانيا عدد حلول المعادلة . 4 >( <) / على المجال [0:4]. 

3. شكل جدول تغيرات الدالة / ثم استنتج جدول تغيرات الدالة بم 


المعرفة على المجال [0:4] بب 2 


حل مختصر 
1 الأعداد (1)' /رء (2)' / و (7/)3/ هي معاملات التوجيه 
المماسات ( ,©) عند النقط ۸4ء © و 8 على الترتيب. 


أن مماسي ( ,©) عند 4 و 8 موازيان لمحور الفواصل فإن 


ا الشرح كيف تم التوصل إليها. 


انلاحظ من الشكل مثلا أن ( 7©) - (4) حيث (3:0) 7 و منه: 


معادلة (ك) هي: (2) /+(2- )(2)”/- «. نجد بعد الحساب 


=3 +9 


- حلول المعادلة ۸=( :) / هي فواصل 
2) للمعادلة 4= ( «) / ثلاث حلول هي فواصل نقط تقاطع نقط تقاطع المنحني الممثل للدالة / مع 

( ©) مع المستقيم ذو المعادلة 4 = ر. المستقيم ذو المعادلة ۸= نرم 
( 


ج57 -( :)"ب و منه اتجاها تغيرات الدالتين / و يمأ 


> ]| | - يمكنك كذلك ملاحظة أن الدالة ع هي 
()/ مركب مثلا الدالتين: ( ×) “رجا × 


0 


5 
و اچ 
x‏ 


¢ )0(=5× 


اا 
)0( / 


۳ wa FF 
+× 2-1 نعتبر الدالة بم المعرفة على ۸ بب:‎ 

فاق 

1. أدرس تغيرات الدالة بم على . 

2. بين أن المعادلة 0=( ×) ج تقبل حلا وحيدا © يطلب تعيين حصر له سعته 0,1. 

3. حددء حسب قيم ×» إشارة ( ×) م . 

الجزء الثاني: نعتبر الدالة / المعرفة على "8 بب: ڪڪ ر 


و لیکن( /©) تمثيلها البياني قي معلم متعامد و متجانس ( 7 


1. أدرس تهايات الدالة / عند أطراف مجموعة تعريقها. 
2. بين أنه من أجل كل × من 8٨ء‏ إشارة ( )7 / هي من نفص إشارة (+) م - 
3. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 


58 بين أن سل + = () ۲ ثم استتقج ؛ باستعمال حصر العدد » ؛ حصر ا للعدد () /. 


5. أرسم المتحني (/©) (ناخذ 2 ). 


إرشادات 


الجزء الأول: 
1 لابد من التمييز بين اتجاه تغير دالة و تغيراتها بحيث أنه عند دراسة تغيرات دالةء إضافة إلى درا 
التغيرء نقوم بدراسة النهايات عند أطراف مجموعة التعريف ثم تشكيل جدول التغيرات. 
2. لتبرير و جود الحل نطبق مبرهنة القيم المتوسط بعد التحقق من توفر شروطها أما إثبات 
باستعمال رتابة الدالة على مجال. 
الخ ر لكر في إلستعمال,حاسية يرنية: 
3. فكر في تحديد وضعية © في جدول التغيرات. 


للا دالة عندية معرقة على اك 


م 0 


2) هل الدالة /رتقبل الاشتقاق عند 
عين العدد المشتق للدالة عند2 . 


ل زمار 
ان ایا رر نب )10ا 


استتتج(×)' كر . 
|2 نعتبر الدالة /. المعرفة على 1# بب: 
1- ×+ ٭2-=(×) / و لیکن (/©) تمثيلها 


N 


1. متل على شاشة حاسبة بيانية المنحني ( ,©) و (4) 
مماس (,©) عند النقطة ۸4 ذات الفاصلة (2-) . 

2.عين معادلة لب (4). 

المنحني البياني التالي هو لدالة/. قابلة للاشتقاق على 
مجموعة تعريفها 


. / عين مجموعة تعريف الدالة‎ ٠1 


2. شكل جدول تغيرات الدالة / . 


3.عين بقراءة بيانية العدد المشتق للدالة /رعند كل من " 


9 
و 2- علما أن ترتيب النقطة 8 2 


4.استنتج معادلات المماسات للمنحني ( ,)عند )د ٠‏ 8 
Cs‏ 
5.هل توجد مماسات أخرى موازية للمماس عند النقطة €؟ 


23 
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ل ۶ دالة عددية متزايدة تماما + 
البياتي يشمل النقط (4-:5-) 4 » (2. 


1( 15+ ,0.5 (م)ر 
I‏ 
6 كسمي ر = )ع 
+4x-1 (3‏ ?6 تيقد زر)رر 
عين الدالة المشتقة لكل من الدوال التالية: 
1) من أجل € ۾ : 
C(4) =0.14q 0.54? + 200 + 300‏ 


20 2 
2) من أجل "8 +2q-— :qe‏ :و - (و)8 
9 


3) من أجل ]+:0] x6‏ : ندل + 2 -| - ()/ 
“/ر دالة معرفة على ]+:0] بب : 
لجمة+ f(x)= x?‏ 
1) اکتب (×) /, على الشكل (×)۷+(×)=(٭)/. 
2) بتطبيق عملية مشتق مجمو ع دالتين احسب (::)'”/. 
3) استنتج إشارة (:«)'ر. 
لبي / دالة معرفة على 18 بب : 
/)x(=)1-×() +× -2(‏ 
1) اکب (×) / على الشكل (×)۷×(×)=(*) كر 
« عين ۷')x) (x) v(x) (x)‏ 
2) بتطبيق عملية مشتق جداء دالتين احسب ()' ار 
0 وت أجل كل عند 


/ 0 معرفة على [1)- كما يلي: 
î‏ 
AO‏ 


) 
)كنب جار عى شعن راج - () 2 
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2) بتطبيق عملية مشتق ل لصب ()7/ 
3)عين إشارة () ا . 


[10| /ر دالة معرفة على [18-11 ببة 
شت E‏ 


ر 
10 

2) بتطبيق عملية مشتق 5 اصب(×)' ل 

3)عين إشارة(×) / 

«في التمارين من 11 إلى 14 احسب (×)' ر حيث'/ر 
هي الدالة المشتقة للدالة / باستعمال العمليات على 


ا 


f (x)=(x-1)(x* +2)-x (1 

/ (x)= (5x -3x+1)(* =1) 2 
دوم‎ (ı-#) 6 

4( كك )م 

م =( 


x 5 


© .)ر 


200 (4 
0 ل‎ 2E 
=) 6 


2 - 
OE‏ 
5 (جلم) مهدر 
* في التمارين من 15 إلى 17 ٠‏ بين أن الدالة / تقب 
الاشتقاق على المجال / و احسب دالتها المشتقة 
1=R « f(x)=* 20x? +150x .1‏ 
يك - (عار › ]مدر در 
١ /(x)=-2+ (3x-4) 3‏ هدر 
/)x(=2× +7‏ › ]قده[د زر 
E‏ در 1=R‏ 


Tb ° I) 2 
10x 
I=R < 0= 5 13 
1 
| 1=]0;+e[ ١ /(q)=100+ e .4 


«ارء ]صدر؟] - / 


1= (a= 


1=R دان‎ 


المماس 
* في التمارين 18 من إلى 20 ٠‏ اكتب معادلة للمتحتي 
الممثل للدالة / عند النقطة التي فاصلتها 4 
+x-4 18j‏ ترق د زع)/ بلعه 


3 ر 06 


2 

000 

رهي الدالة المعرقة على ية 72 
f (x)= +3 +3+43‏ 

على شاشة الحاسبة البيانية نرسم المنحني (©) الم 
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3.تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي *: 

(دجع) 2 زقجعة)-()ر 

4. ادرس إشارة(3+::3)- (:) /ر ثم استنتج وضعية 
المنحني (©) بالنسبة للمماس7 . 

م لتكن الدالة /. المعرفة على ]+:1-[ بة 
“لاحم 


(x)= 

1. عين ' ر مشتقة الدالة ر . 

2. ليكن "7 و"7 المماسان للمنحني (©) الممثل للدالة ار 
عند النقطتين 4 و 8 اللتين قاصا: 
عين معادلة لكل من 7 و"7. 

3. عين نقطة تقاطع '7 و77. 

المنحني البياني التالي هو لدالة الكلفة الإجمالية © 
لمصئع ينتج مواد أولية للبناء:المستقيمان 7 و7 مماسان 
للمنحني في النقطتين 4 و 8 على الترتيب. الوحدات 


المنتجة 7 مقدرة بآلاف الأطنان حيث [0:50] € ي 


نيما 0 و 5 على الترتیب 


و الكلفة مقدرة بمئات الدذائير 


C(4) 


30 + 13004+ 604 - تو 
أ) عين دالة الكلفة الهامشية ,€ . 
بالحساب من نتائج السؤال1 . 
التكن الدالة ار المعرفة على 18 ب : 

5x? +6x+9‏ + 22 - () رز 
المنحني (©) الممثل للدالة ر . 
1. عين '/ مشتقة الدالة ر . 
2.هل توجد مماسات للمنحني (©) موازية للمستقيم الذي 
معادلته 6 = ؟ عين معادلات لها في حالة الوجود. 
نعتبر الدالة المعرقة على 1# ب + 

+bx+e‏ تمه - (م) كر 
حيث :0:0 أعداد حقيقية. (©) هو المنحني الممثل للدالة / 
في معلم. 
عين الأعداد ۾ » و © بحيث المنحني (©) يشمل النقطة 
(3-:4)1 و يقبل في النقطة (0:1) 8 مماسا موازيا 
للمستقيم/ الذي معادلته :د6- - بر 
المستوي منسوب إلى 
معلم متعامد و متجانس 
(ل,لبه)ء 
نعتبر الدالة / المعرفة على 8 
ب ع جعط + /(x)=axî‏ 


حيث 8١0‏ وه أعداد حقيقيةء |« 


و '1 تمثيلها البياني في الشكل | 5 

المقابل. 1 559 

4 و 8 نقطتان من ٣‏ › المماس للمنحني ١‏ عند ۸4 يشمل 
النقطة (0:3) 0 


.١‏ بقراءة بيائية احسب كلا من 
١ 7(0)‏ (2)/ د زكر 
2.باستعمال النتائج السابقة عين ى ٠‏ / و © * 
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| نعتبر الدالة المعرفة على [11:1-*1 ب: 
كعمد وار 
كع 
احيث ۾ عدد حقيقي موجب تماما ٠‏ (©) هو المتحني 
الممثل للدالة رفي معلم. 0 
عين ۾ حتى يكون المماس للمنحتي (©) عند النقطة التي 
فاصلتها 0 موازيا لحامل محور الفواصل. 
SERENA‏ ل كا 
يمع نعتبر الدالة / المعرفة على ]-+:0] حيث (©) هو 
تمثيلها البياني التالي: ا 


٣ 


أحد المنحنيات التالية هو المنحئي ٣‏ الممثل للدالة ' ر » 
ما هو؟ 


نعتبر الدالة /, المعرفة على ۸ حيث (©) هو تمثيلها 
البياني التالي: 


أحد المنحنيين التاليين هو المنحني ”1 الممثل للدالة "را 
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نعتبر الدالة /رالمعرقة على 8 ب: += (::)/ 7١١‏ 
درس تغيرات الدالتين التالييتن المعرفتين على +5( بدون 
دراسة إشارة المشتقة'/) 


8 fixes? +1 


x(x) 
لع نعتبر الدالة /المعرفة على "۳ به‎ 
ادرس تغير ات الدالتين التاليتين المعرفتين على ۸ ( بدون‎ 


دراسة إشارة المشتقة'/) 
3 
يم / بعر 
x x‏ 
م نعتبر الدالة / المعرفة على "۴ ب : 
=)»(/ 
(x+0)‏ 


(©) هو تمثيلها البياني التالي على شاشة آلة حاسبة بيالية || 


1 


1.شكل جدول تغيرات الدالة ر . 

2. استنتج تغيرا ت الدالتيتن التاليتين (مع الشرخ) 
2 -2+جة]) 
)1+( )1+( 1 
1. درس تغيرات الدالة / المعرفة على ]+ ]| 
2- ل =(:)/ (استعمل الدلة جل دد 
2. ارسم المنحني الممثل للدالة رفي معلم متعامد ( J‏ 

يع نعتبر الدالة / المعرفة على "۴ ب: 
Irs‏ 2 
دض ر الدالةج المعرقة على F۴‏ 
=2 


fx 


ال قد زمر 
ابملاحظة أن هي مجموع دا 
على 8 استتتج تغيرات الدالة /روشكل جدول تغيراتها. 

* في التمارين من 36 إلى 45 ء ادرس اتجاه تغير الدالة 
بعد حساب دالتها المشتقة '/ر و دراسة إشارتها. 
معرقة على 8 ب : 4:6-5- تبر - (+) J‏ 
ا[ / معرفة على ۴ ب: 4و2 لك در 
معرفة على 8 ب : f(x)‏ 
ج // معرفة على [2-]-8 16022 
7 ا 8-2 ب: 


42 كي 


2x+1, 


R-{- 0‏ ب: 


ر معرفة على ]-م+:0] ب : 


(2-3) 


f (x)= 
معرفة 0 كك‎ 


(x 
الكلفة الإجمالية © لإنتاج ي وحدة من منتوج معين‎ 
: مقدرة بمثات آلاف الدثائير معطاة بالعلاقة‎ 

C(4) = أن‎ 904 + 100004 + 7500 

حيث 580 ن>0. 

كل وحدة إنتاجية تتباع ب 10000/2⁄4 
1. عين دالة الكلفة الهامشية و شكل جدول تغيراتها. 
2.حل المعادلة 10000 - (4)"© على المجال [0:80] 


ق 


5 
B(q)=100004-C(4)‏ ` 
» استنتج من أجل أي عدد للوحدات 
أعظميا و احسب هذا الريح. 
أي مؤسسة تصنع منتجا ‏ (و مقدر بالآلاف) 
الإجمالية لصنع 4 وحدة من هذا المنتج معطاة بالدا 
0 +119- *و7,5- 0,753 - (و)© 
حيث [1:12] ©؟ و (4)© مقدر بمئات الدنائير 
1) احسب ( 7)' © و ادرس إشارتها ثم شكل جدول تغيرا 
الدالة © على المجال [1:12]. 
2) عين عدد الوحدات المنتجة (مقربة إلى 0,1) الذي يعطي 
كلفة صغرى» و أعط قيمة هذه الكلفة. 
حرفي ينتج وحدات من الخشب» كل أسبوع يقتر أن 
كلفة الإنتاج ب 2,4 ل × وحدة معطاة بالعلاقة: 
60+12 + * = (:)© من أجل [1:30] ×٤‏ . 


الكلفة المتوسطة معطاة ة بالعلاقة ( e‏ )6 
1) احسب' ,© مشتقة ,© و شكل جدول تغيرات 


الدالة ,© . 
2) استنتج عدد الوحدات المنتجة للحصول على كلفة 
متوسطة صغرى. 
3) كل وحدة تباع ب 1100/1 .بين أن الفائدة المحققة من 
بيع × وحدة معطاة بالعلاقةة 

B(x) - 2ب‎ +1040x-121 
»8 ادرس إشارة ()"8 و شكل جدول تغيرات الدالة‎ 
استنتج عدد الوحدات التي تباع حتى تكون الفائدة قصوى.‎ 
 جاتنإ كلفة‎ ٠ مؤسسة صناعية تنتج ألعابا للأطفال‎ 
وحدة ([0:100] )هي (9)© حيث‎ 
و مقدر بالآلاف‎ ٠ © بن + :0,05 - (ن)‎ +80 
و (4)© مقدر بعشرة الآلاف من الدنانير‎ 
- © عين الكلفة الثابتة.ادرس تغيرات‎ )1 
حل المعادلة 480 - (4)© ثم أعط تفسيراء‎ 


A8 


0-(50)# و R)60(=360‏ (مقدرا 

بعشرة الآلاف من الدنانير) 

-8)9( عين عبارة‎ ٠ 

3) بين أن الفائدة المحصل عليها 8 من طرف المؤسسة 

معرفة بالعلاقة 80- 54+ 2ن0,05- - (4) 8 

ما هو عدد الوحدات التي يجب على المؤسسة إنتاجها حتى 

تكون الفائدة موجبة؟ 

4) ادرس تغيرات الدالة 8 .ما هو عدد الوحدات المنتجة 

حتى تكون | 

5) في معلم متعامد ( 177 من أجل 20 وحدة على محور 

الفواصل و 1677 من أجل 50 وحدة على محور التراتيب ) 

» ارسم التمثيلات البيائية للدوال €» ۸ و 8 . 

i 71‏ 
ر و چ دالتان معرفتان على1# كما يلي: 

عار و 1-ع2د زجاع 

1. شكل جدولي تغيرات كل من /ر و م . 

2. # هي الدالة المعرقة ب ع٠‏ / =۸ أي هي الدالة 

تمعرقة على 8 ب *(22-1) > (::)7. 

> بين لماذا الدالة / متزايد تماما 6 


0 


قصوى؟ما هي قيمة هذه الفا 


داه 


2 


د-ادرس تغيرات الدالة | على | 9 


0 
فعتبر الدالتين /ر و ج المعرفتين على 
5=( , 


علد رمع . 

1) أعط تغيرات الدالتين / وم. 

2) نعتبر الدالة # مركب الدالة أ متبوعة ب م . 

عين عبارة (/د)8 ثم ادرس تغيرات الدالة / . 

3) تضع هرد . أعط عبارة (:)/؛ و ادرس 
تغيرات الدالة ,» . 

لل لتكن الدالة/. المعرفة على 8 ب:3 0(/ 
او © هي الدالة المعرفة على ]1:--[و الممثلة بمنحنييها 


دك 


=0 


1) بين أن الدالة / معرفة على | 
]22[ 
2) عين اتجاه تغير الدالة / - 


شكل مركب دالتين ( (:) ع = /) و ادرس اتجاء 
1) / معرفة على ب e‏ 
2 ل معرفة على (3]-8 بچ =( / 

3) / معرفة على [2:-[ 01-6 
/ معرفة على ۴ ب 22+3 + ۳ل = (»)/ 
عين ' /مشتقة الدالة ر 

/ معرفة على ۴ ب '(1+ 3)=(*) / 
عين مشتقة الدالة / 

1. برهن أنه إدا كانت الدالة ٠»‏ قابلة للاشتقاق على 
مجال / بحيث من أجل كل × من 1 , 0 ٭ (×) فإن 


دك (” عدد طبيعي أكبر أو يساوي !) قابلة للاشتقاق 
5 


( 1 )=- mut 

u" لد"‎ 2 

مساعدة: دة 1 هي مركب الدالة "/: جم)؛: ع متبوعة 
0 


بدا كر 
u‏ 


/()= 


2. تطبيق: / دالة معرفة على #اب: ل 
)+ 3( 


عين مشتقة الدالة/ر (لاحظ أن جل = /) 
7 


إشارة (×)' 
2. لتكن الدالة /رحيث =u‏ / 
«عبر عن 'ر بدلالة 1و" 


في كل حالة عين مجموعة تعريف الدالة بم :عبر 
عن (::)'ع يدلالة (×) ۶ و (×)' ٣‏ ثم استنتج جدول 
تغيرات الدالة ع. 
1( لدع © تردع 0 
هي الدالة المعرفة على *1 ب (1- *+) > (:)/ 
ات ره 


1 


3( چ 


س 
ل مدي 

ب- يحساب مشتقة / . 

ار هي الدالة قابلة للاشتقاق على [3 

جدول تغيراتها هو التالي 


8=) 


1. بين أن مجموعة تعريف الدالة ع هي [0:9] 


س بطريقتين مختلفتين اتجاه تغير الدالة بم على 
[0:9]. 

ارين للتعمق 
61j‏ الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة /رمعرفة و 
قابلة للاشتقاق على المجال [0:5[ 


النقطتين اللتين فاصلتاهما 1 و ي 
1.بقراءء بيانية عين (1)/ و (1)”/ . 
2.حل بيانيا في المجال [0:5[ المتراجحات 
المقروءة قي التمثيل تعطى بالتقريب إلى 107) 
(Î‏ مدض)رءب) /'(x)20‏ اج /(x)s1‏ 
3. نقبل أنه من اجل كل عدد حقيقي × من [0;5[: 
/(*)=a+bx (2%)‏ 
عددان حقيقيان نريد حسابهما. 
أ- بين أنه من اجل كل عدد حقيقي ند من [0:5[: 


( :)هوام 


ب- باستعمال قيم (1)/و (1)'/. المحصل عليها في 
السؤال1 عين »و 5 . 

[62[[عالوريا] 

الشكل الموالي هو التمثيل البياني ,© لدالة/رمعرفة 
و قابلة للاشتقاق على المجال [3:3-]في معلم متعامد 
(O:1.J)‏ 


المنحني ,© يحقق الشروط التالية: 
يمر يميدأ المعلم 0 ٠‏ و يشمل النقطة (3;9-)4 ٠‏ يقبل 
في النقطة 4 التي فاصلتها | مماسا أفقيا و يقبل المستقيم 
(0۸4) كمماس عند النقطة © . 

1. ما هو معامل توجيه المستقيم (۴)04 
2.نفرض آن /معرفة على [3:3-] ب: | 
(x)= axî + bx? +ex+d‏ 


f> 


انعتبر الدالة ر المعرقة على [12- 2 ب: 
+5x-15‏ 2 


2x-4 
هو التمثيل البياني لها قي معلم متعامد‎ © 
ومتجانس (ل,0:1)‎ 
. RT ERE 
/حيث ' رهي‎ '):(- EE بين أن‎ .1 
مشتقة ر‎ 
ادرس إشارة '/ر‎ -.2 


ب-ادرس نهايات الدالة ر عند حدود مجموعة التعريف 
استتتج أن المنحني © يقبل مستقيما مقاربا عموديا 2 . 

ج- شكل جدول تغيرات /. 

3. ا-عين الأعداد الحقيقية ۾ ٠‏ 8 » © بحيث من أجل كل 


عدد حقيقي 2 ٭ ×: f(x)=ax+b+‏ 


ب- بين أن المستقيم الذي معادلته 


030 


اللمنحني © . 


نعتبر الدالة / المعرفة على ]-+:0] ب: 


© هو التمثيل البياني لها في معلم متعامد و متجانس 
(.0:7) الوحدة «36. 

1 حرس تغيرات/رء شكل جدول التغيرات . 

2. أ- حل المعادلة 0= )١(‏ ر٠‏ استنتج أن للمنحني © لا 
يقطع محور الفواصل. 

اب- حسب جدول التغيرات نافش حسب قيم اعدد الحقيقي 
عدد حلول المعادلة =١‏ (۸) ۲ . 


ا 


“ردالة معرقة على [1:3] ب: 
(x)= +4x=3‏ 

بين أن /رتقبل قيمة حدية عظمى عند1 

[ لتكن المعادلة: 2- ر :(£) حيث المجهول بد 


عدد حقيقي من المجال ]-م+:0[ 

1.تلميذ رسم على شاشة 

آلته الحاسبة المنحني الذي 
1 


معادلته - = ر و المستقيم 
الذي معادلته 2 -: = بر. 
٠‏ بملاحظة الرسم البياني » كم تقبل المعادلة ( )من حل 
على المجال ]+:0[؟ 

2. تلميذ ثان اعتبر الدالة ج المعرفة على ]--+:0[ب- 


2-2( 
2 
أ) عين نهايات الدالة ع عند حدود مجموعة التعريف. 
ب) احسب (:)' ع حيث 'ج هي الدالة المشتقة ل ج بين 
أن ج متزايدة تماما على المجال ]+:0[ ٠‏ 
ج) استنتج عدد حلول المعادلة (5/ )و أعط ياستعمال 


81 


> م 


,و © مماس موازيا لحامل محور 
الفواصل.المستقيم 4 هو المماس للمنحني € في النقطة 
ا | و يشمل النقطة (3:1) 5. 
1أ) عين (1)'/ /')2(٠‏ و(3)'/ 
ب) عين معادلة للمستقيم 4 . 

2. أ) عين باستعمال التمثيل البياني عدد 
3>[)/ على المجال [0:4] 


ب) ارسم المستقيم الذي معادلته 8 


3 
المتراجحة =+ >(») / 


3. الدالة آرهي مشتقة 


دالة ۴ معرفة على [0:4].أعط 


ات الداقة ر مبررا الجواب. 


4. لتكن الذالةع المعرفة على [0:4] ب =(») ي 
١ /‏ 


آ) أعط جدول تغيرات / . 
ب) استئتج جدول تغيرات چ . 
5 التالي هو التمثيل البياني ,”© لدالة /رمعرفة و 


-محور الفواضل مقارب ل ,€ عند ممه . 


-المنحتي ,© يقيل مماسا موازيا لمحور الفواصل عند 
النقطة 4,. 


-المماس ل ,© عند النقطة 8 يشمل النقطة التي 
بمب [4). 


لاشتقاق على | :0] و" دالتها المشتقة.نعلم أن: 


٠ ۶ :[‏ © و ۸# تنتمي إلى © .المنحني© يقبل 
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1 انطلاقا من المنحني ,€ : 
أ) عين (( / سار 

ب) عين (1)'/ و (3)/ 
ج) حل المعادلة 0<(»)'/ 


2. تعتبر ا ا =( 
) حدد مجموعة تعريف الدالة ۾ . 

ب) احسب () ع ينذا و ()ع صا . 

ج) احسب (1)'چ و(8')3. 

د) ادرس تغيرات الدالة بم على مجموعة تعريفها. 


3. تعتبر الدالة / التي ترفق بكل عدد حقيقي موجب تماما 
“x‏ )2( /=۸ 
x‏ 


أ) احسب (ند) 0 نا و (٭) 
للمنحتي الممثل للدالة :/ ؟ 
e‏ 

3 


اسان 
الجزع1: 
"ردالة معرفة على ]دم+:2-[ الشكل المقابل هو تمثيلها 
البياني على المجال [1,5;8-] 


=( ب) دود ضار 
الجزء2: 


10x? e: 
a) الدالة أ السابقة معرقة على‎ 
هو التمثيل البياني ل ل في معلم.‎ )©( 
1-أ) ادرس نهاية ار عند 2- .استنتج مستقيما مقاربا‎ 
دزع).‎ 
. +٥ ب) ادرس نهاية'/ر عند‎ 
:× < -2 ج) تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي‎ 


40 
زد‎ =10×-20+ 
/ (x) =10x- 20+ 


استنتج مستقيما مقاربا مائلا ال (©) . 

2. ) ادرس إشارة (<)'/. 

ب) شكل جدول تغيرات الدالة /, على ]م+:2-[. 

الجز 

مؤسسة تنتج و تبيع مواد مصنوعة ٠‏ الربح (بمئات الدنانير) 
المحقق من طرف هذه المؤسسة يساوي (:)/. حيث × هو 
خمية الوحدات المباعة( ]د+:0] > :د) و “رهي الدالة 
المدروسة في الجزء2 . 

آ. بين أن هذا الربح موجب. 

2.قررت المؤسسة تحديد الفائدة المناسبة لبيع 100 مادة 

و المقدرة ب 696 سنويا. 

نرمز 6 إلى هذا الربح مقدرا يمنات الدنانير ومدورا 
إلى الوحدة و يس,© إلى القيمة خلال / سنة. 

|) تحقق أن 980- ,€ ثم احسب © وب. 

ب) عبر عن ,.,6 يدلالة ,6 .حدد طبيعة المتتالية (,©) . 
ج) عين القيمة المكتسية المحصل عليها خلال 10 
سنوات(مدورة إلى الوحدة) 

[ الكلفة الإجمالية لصنع كمية ۾ من منتوج معطاة ي: 
C(4)= q6 +404‏ من أجل [0:12] 6۾ 
حيث 4 يمثل عدد آلاف الوحدات المصنوعة و (9) © 


ق 


ب: 2+2500م5|- تير 


C(4) ; 
420 مع‎ c.2 بالعلاقة‎ 


(i‏ عبر بدلالة 4 عن الكلفة المتوسطة للإنتاج. 

ب) احسب العدد ري للوحدات التي تصنع حتى تكون الكلفة 
المتوسطة للإنتاج صغرى: 

2) نسمي الكلفة الهامشية للإنتاج (4) ,€ حيث 
(9)"© -(4) ,6 حيث "© هي مشتقة الدالة © 

أ) عبر بدلالة ۾ عن الكلفة الهامشية للإنتاج. 

ب) تحقق أنه من اجل ر الكلفة الهامشية تساوي الكلفة 
ا 

3) عين معادلة للمماس 7 للمتحئي ('1) عند النقطة ۸4 
التي فاصلتها 9 ثم ارسمه في الشكل. 

4) نفرض أن المؤسسة تبيع كل الإنتاج ٠‏ من أجل 
[0:12] ع و الفائدة بآلاف الدنانير من أجل الإنتاج و 
البيع ل ي آلاف وحدة معطاة بالعلاقة: 


q +293 +214‏ +-- (و)8 

أ) احسب عدد الوحدات المنتجة حتى تكون المؤسسة رابحة. 

عدد الوحدات التي تنتج حتى تكون الفائدة قصوى؟ 

لتكن الدالة العددية © المعرفة على [0;300] 
1 


1) احسب (د)'© ٠‏ © هي الدالة 
«شكل جدول تغيرات الدالة "© و ادرس | 


7 لكل 10 وحدات على محور الفواصل 
أو 0,567 لكل10000 وحدة على محور التراتيب ) 
انسمي (۳) التمثيل البياني للدالة © في المعلم (0:1.7)ء 
أو نرمز ب 4 النقطة من )١(‏ التي قاصلتها 150 

» عين معادلة المماس 7 للمنحني عند النقطة 4 . 

» باستعمال تغيرات الدالة'©» ادرس وضعية (1) 
ابالنسبة إلى 77 

3) نشی 7و (1)- 

الجزء2: تطبيق في مجال الاقتصاد 

في مؤسسة £ أين الإنتاج يتغير من 0 إلى 300 وحدة » 
الكلفة الإجمالية لصنع × وحدة معطاة بالدالة : 


2500 + 15% - قد )6 


»د) € حيث: 


نسمي الكلقة الهامشية للإنتاج 
C,„(x)=€'(x)‏ 


انقرض أن المؤسسة رائدة في السوق حيث أن العلاقة بين 
سعر البيع 7 و الطلب :(بالوحدات) 
45 


(آي كل وحدة بد تباع بسعر ()م) 
1) احسب الدخل الإجمالي (:د) ۸ من اجل بيع دوحدة . 
2) لسمي دخل هامشي الزيادة في المدخول الناتج عن بيع 
منتوج إضافي. 

ج هذا الدخل بالعلاقة التالية: () / = (<),/ حيث 
R'‏ هي الدالة المشتقة للدالة ۸ . 

من أجل أية قيمة ل « الدخل الهامشي يكون مساويا 
للكلفة الهامشية؟ 
3) بين أن الفائدة من أجل الإنتاج و البيع ل :: وحدة معطاة 


5د 
ب: 250+ 7 == 
احسب (۸) 8 حيث '8 هي مشتقة الدالة 8 . 
استنتج أن الفائدة تكون قصوى عندما يكون الدخل 
الإجمالي مساويا للكلفة الإجمالية.ما قيمة الفائدة القصوى؟ 


ب 


5 
2 لجزء1: 


التكن الدالة ج المعرفة على ]دم+:0] 


1.ادرس تغيرات الدالة يم على ]-+:0] و شكل. 
تغيراتها. 
2. بين أن المعادلة 0 > (::) ع تقبل حلا وحدا © في 
المجال [10:20].أعط قيمة مقربة إلى 0,1 ل . 
3.استنتج حسب قيم × إشار ة(×) بم على +٥]‏ ;0]. 
الجزء2: الكلفة المتوسطة للإنتاج بمئات الدنانير عند إنتاج 
× وحدة (:: مقدر بالمئات)معرفة على ]+ ;0] ب 

1500x +100‏ 3205 
(©) هو التمثيل البياني لها في معلم متعامد (/,/:©) 
1.عين نهاية ,© عند 0 .أعط تفسيرا بيانيا لهذه النهاية. 
2.) عين نهاية ,€ عند +٥‏ . 
ب) بين أن المستقيم (/ الذي معادلته 58+31 = ر مقارب 


للمنحني (©) عنده+. 


Sx+3l+ 


ج) احسب مشتقة الدالة و بين أنه من أجل كل عدد 
حتيتي × من ]هبن ]سياد 2170 )رع 

حيث ج هي الدالة المعرفة في الجزء1 

4.) استعمل الجزء! لدراسة إشارة (×) ,,'"© .استنتج 
تغيرات ۰.٥‏ 

ب) شكل جدول تغيرات € . 

5.عين كمية الوحدات (مدورة إلى 0,1) المنتجة للحصول 
على كلفة متوسطة صغرى.ما هي هذه الكلفة ؟ 

6.أنشئ (')و2/ .(الوحدة 2 من أجل 5 وحدات على 
محور الفواصل و 1 من أجل 50 وحدة على محوزا' 
التراتيب). 


رس نهاية ۽ عند 5- ثم فصر النتيجة بيانيا. 
2. ادرس نهاية بم عند + .بين أن المستقيم 2 الذي 


معادلته 4 + د05 ,0- > نز مقارب للمنحني ,© عند +٥‏ . 


ادرس وضعية ,€ بالنسبة إلى 1 . 

3. اصب (×)'چ و ادرس إشارتها. 

. شكل جدول تغيرات الدالة بم على ]هء+;5-[ . 

5.المستوي منسوب إلى معلم متعامد [ر,0:7) حيث 

|| و « -|ن]. 

. ©, ارسم المستقيمات المقاربة و المتحني‎ ٠ 

الجزء2: 

لتكن الدالة ر المعرفة على ب: 
6x + 24? + 36x +18‏ 

( 2+2) 

نمز ي ,€ إلى تمثيلها البياني. 

1 .درس نهايات الدالة ,عند م و عند +٥‏ ثم صر 

2 لصب (:)"/رث 


-4,5- زمار 


6» (x +2) 


f= ۲ 
(3 +2» + 2[ 


3. ادرس إشارة (×)' ر و شكل جدول تغيرات الدالة ر . 


4 أنشئ ,© قي نقس المعلم السابق. 
الجزء3: 
۲ يمثل ثمن وحدة من منتوج معين(مقدر بمئات 
الدنانير).نقيل أن كمية العرض في السوق و كمية الطلب 
مقدرتان بالآلاف منمذجتان على المجال [0:20] 
- بالنسبة لدالة العرض ب : 

93 مم 


ا 


J()=4,5- 


()م- )مر درم 
باستعمال النتائج المحصل عليها في 
أ) ادرس تغيرات الدالة | . 
ب) بين أن المعادلة 0 > ()/ تقبل حلا واحدا © 
2. استنتج مما سبق ثمن الموازنة و كذا عدد الوحدات 
ترحة في السوق لهذا الثمن. . 
نعتبر دالة كثير الحدود م المعرفة على 1# ب: 
35+ 3+ = دام 


1 أ) ادرس تغيرات م . 

ب) بين أن المعادلة 0 > (×) م تقبل حلا واحدا في ى 
المجال في المجال [0:1] . 

. 107! أعط حصرا ل © سعته‎ ٠ 

ج) عين إشارة (:د) م حسب قيم :دا. 

2) نعتبر الدالة / المعرفة على ]+:1-[ ب: 


(©) المنحني الممثل للدالة /رفي معلم متعامد و متجائس 
(,0:1) «الوحدة م20 

أ) عين نهاية الدالة ر عند 1- . فسر بيانيا النتيجة. 
ب) احسب (:د) / ال 


2. أ) احسب (ند)'/ . بين انه من أجل كل × 


1 
(1ج+م) 

ب) شكل جدول تغيرات / 

3 ) بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 2-+ = بر مقارب 
للمنحتي (©) عند +. 

ب) ادرس وضعية ('©) بالنسبة إلى ٠۸‏ 

4.عين معادلة للماس 7 للمنحني (©) الممثل للدالة" 
النقطة التي فاصلتها 0. 

5. أنشئ (): 7 و المستقيمات المقاربة. 


من ]سز [: 


(9),© مقدرة بمئات 
المصنوعة معطاة بالعلاقة 69-6 
ما هي الكلفة الإجمالية ,© علما أن قيمتها 124 99300 
من أجل 10= 4 
أ) 209+100000 + ° 


104+2 


C,(q4)=q' = 
C,(4)=q 


ب) 204+6 + و 
C,(q)=6q-10‏ 

الشكل المقابل يمثل المنحني © الممثل لدالة / معرفة 
على ]:-+:1-[و المنحني ”1 الممثل لدالتها المشتقة"/ 


ما هو معامل توجيه المماس للمدحني € عند النقطة التي 
فاصلتها 0 ؟ 
) 0 


1١ (e -2 ب)‎ 


1. من أجل كل دمن :3-< (:) كر 
2. على [2-;-[: 0> )+( 7 

3 )7(1 >(0)ر 

4. المماس للمنحني الممثل للدالة /,في النقطة التي فاصلتها 
2 موازي للمستقيم الذي معادلته × = بر 

/)3(< 5 

[[ الدالة / معرفة وقابلة للاشتقاق 3 
على ]+ :1-[ .المنحني المقابل ‏ ” 3 
© يمثل الدالة المشتقة '/رو هو 
يشمل النقطتين (1:0) 4 و (3-:0) 28 
نسمي'1 المنحني الممثل للدالة /ر. 
اذكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة أو لا 
يمكن الحكم عليها مع التبرير 

| .المستقيم الذي معادلته 3 = ر مماس ل "1 عند النقطة 
التي فاصلتها1 . 

2.الدالة /رمتزايدة على المجال ]+0[ . 

3. المماس للمنحني ٣‏ في التي فاصلتها 0 يوازي 
للمستقيم الذي معادلته «3- 
4 المعادلة 0=(×) / لا تقبل حلولا في ]مم+:0[. 
5 >(0)/ 

6. المماس للمنحتي "1 في النقطة التي فاصلتها 0 معادلته 
من الشكل م بر 

7. الشكل التالي هو تمثيل بياني ممكن للمتحتي ۲ 


ر 


3 1) فعتبر الدالتين / و ۴ المعرفتين على ]+;3-[ كما يلي: 
8 20-39 
e‏ 
۰ تحقق أنه من أجل كل × من ]+:3-[ (×) /=( :)”بر 
٠‏ اقترح دال أخرى © بحيث من أجل كل × من ]م +:3-[» (عد) =( 6)۲ 
نقول أن ۴ و © دالتان أصليتان للدالة / على ]م +:3-[. 
تغرف 7و دالتان معرفتان على مجال / و / قابلة للتقتقآق عَلَىَ ١7‏ 07 
إذا كان من أجل كل × من ١1‏ ( :) /=( »)۸ نقول أن: 
ه / هي الدالة المشتقة للدالة ۴ . 
ه ۴ دالة أصلية للدالة / على /. 
2) نعثبر الدالتين / و // المعرفتين على 1# كما يلي: 
3- 


F(x)= 


ST 0 (<2 


٠ه‏ بين أن الدالة 1 


2 للدالة / على .R‏ 
٠‏ عين دالة أصلية أخرى للدالة / على R‏ . 
3) عين دالة أصلية لكل دالة من الدوال التالية على المجال المعطى 1: 


* >2( مهد م خعد رح رروع دن EO LAC) ١‏ 


.1=]0;+] -(جايع و‎ .1=Ry g(x )=x3+2x-1 .1=Rs g(x )= 3# * 


4( رسمنا في الشكل المقابل على شاشة حاسية بيانية 
التمثيل البياني لدالة / معرفة على ۸ . 

من بين التمثيلات البيائية التالية يوجد التمثيل البياني لدالة 
أصلية للدالة / على 18 .عينه مع التبرير. 


9 
رسمتا قي معلم متعامد و متجانس ( 7,7 0) المنحنيات البيانية (/©) + (ي©)» ( 
الترتيب لدوال / »ج 7٠‏ و / معرفة على 8 و من الشكل: 1 

p:x Hx? +bx +e 


1. من خلال ملاحظة الشكل و بدراسة اتجاه تغير الدالة © عين 
المعامل 5 ثم بين أن للدوال الأربعة / ٠‏ ج ٠‏ 7 و 6 نفس المشتقة. 
2. باستعمال نقطة تقاطع كل من المنحنيات ( ,©) > ( ٠),‏ (,©) 
لات حا مور کرای ن امعان 6 میا ر ا 
.k(x)s h(x) g(x)‘ f (x)‏ 
3. عين التحويل النقطي الذي يحول المنحني ( ,©) إلى (ي). 
4. بين أنه توجد دالة وحيدة وء يطلب تعيينهاء لها نفس المشتقة 


كالدالة / بحيث: 3- (2-)4. 


التكن / دالة معرفة على مجال /. 
1. لتكن 7/ دالة أصلية للدالة / على المجال 1. 
بين أن الدالة: +( )”/ جا : © حيث ۸ عدد حقيقي هي كذلك دالة أصلية للدالة / على المجال ٠1‏ 
2. لتكن / و 67 دالتين أصليتين للدالة / على المجال /. بين أن الدالة 7-6 دالة ثابتة على 
3. لتكن ”7 دالة أصلية للدالة '/ على المجال / و ليكن ,× عددا حقيقيا من المجال ٠1‏ 
بين أنه توجد دالة أصلية وحيدة © للدالة / على المجال / بحيث ,٠ر‏ =(,») © علما أن, بر > 
4. لتكن ۸ دالة أصلية للدالة / على المجال / و ليكن ۾ و ا عددين حقيقيين من 
بين أن العدد (©)”/-(0) 7 لا يتغير إذا استبدلنا الدالة الأصلية 7 بدالة أصلية أخرى 


ر 5 


تعريف: / دالة معرفة على مجال 1 
نسمي دالة أصلية للدالة / على المجال / كل دالة 7 قابلة للاشتقاق على / مشتقتها ٣‏ 
من أجل كل × من 1 () ٤ ۴)» (=f‏ 
هثال: * الدالة / المعرفة على ۴ ب 1+ <3- * + - ( )م7 هي دالة أصلية على 12 للدالة / المعرفة على 1 
ب 22-3 -(+) / لأن من أجل كل × من ۸ لديناة ( د) /=3- :23 > (:) "1 . 
*الدالة 6 المعرفة على 8 بب 2/2- ×3- ×=( ۴)۲ هي كذلك دالة أصلية على 1# للدالة / 
لان من أجل كل × من 8 لدينا: ( ) /=3- 22 - ( <)' 6. 
2. مجموعة الدوال الأصلية لدالة 0 
خواص ( تقبل دون برهان ): 1 
*إذا كانت / دالة مستمرة على مجال / فإن / تقبل دوالا أصلية على /. 
*إذا كانت / دالة أصلية للدالة / على المجال / فإن كل الدوال الأصلية للدالة / على ] هي 
الدوال #+() ۴ جا × حيث ۸ عدد حقيقي ثابت. ١‏ 
1 


دالتان أصليتان لنفس الدالة تختلفان بثابت فقط. 
هثال: لتكن / الدالة المعرفة - :4 + * :3 - ( :) /. كل الدوال الأصلية للدالة / على ۴ هي 
الدوال ۴ المعرفة على 1# بب ۸+ ×2- 28 + * ×=( )/ حيث ۸ عدد حقيقي ثابت. 


3. الدالة الأصلية التي تحقّق شرطا معينا 
خاصية: / دالة مستمرة على مجال 1. ,× عدد حقيقي من / و رر عدد حقيقي كيفي. 
توجد دالة أصلية وحيدة / للدالة / على المجال 4 تحقق الشرط ولع (ى*) ١‏ 
البرهان: يما أن الدالة / مستمرة على / فهي تقبل دوالا أصلية على /و لتكن © إحدى هذه الدوال آي 
إذا كانت ۴ دالة أصلية أخرى للدالة / على / فإن من أجل كل مد من 1ء )+( *:) 6=( ×) ۴ حيث 4 عد 
الشرط,«ر> )٠(‏ ۴ يعني أن وار = )٠,(+۸‏ © أي أن (م») ©- ,نزت ۸. لقد تم هكذا تحديد العدد الحقيقي 2716 
توجد إذن دالة أصلية وحيدة / اللدالة / على المجال / تحقق الشرط ,لل 
F(x)=G 00 >G (xo)‏ 


التفسير البياني: 
التمثيلات البيانية في معلم (7, 7: 0) للدوال الأصلية للدالة “/ 
و فط سيت ص الع ود 


الحل: ۴ دالة ناطقة معرفة على ]5-+:1-[ فهي إذن قابلة للاشتقاق على ]مه + 1-1و سن لبن 96 07 


1(x -(ا+‎ 1 0 E 

e E 

E 2( +1) _ 2| EDL 2[(1- » -1)(1+* +1)] _ E 
(+1) (+) (r +) (+1) 


4+ 2 
E‏ -[(*) /-(*)/. إذن ۴ دالة أصلية لب / على المجال ]+;1-[. 
تمرين محلول2: نعتبر الدالة /. المعرفة على ۸ بب: 1- ×2=(») / 
5 1. عين كل الدوال الأصلية للدالة /. على ۴ . 

2 عين الدالة الأصلية 7/ للدالة / على ٭ و التي تحقق 1- .F(2)=‏ 
الحل: 
٠1‏ كل الدوال الأصلية للدالة / على 1# هي الدوال ۸+ ×+ ,رهم × حيث ‏ علد حقيقي. 
2. لدينا من جهة ۸+ :د - * ×=( «) / و الدينا من جهة ثانية 1- > (2) ۴ 
و منه 3-= 4. نجد هكذا أن 3- ب 
تمرين محلول3 مس ع ET‏ 

2 * 


و بالتلي: (۲۴) /= ج > 


-=(2) ۴ يعني 1-= 2+۸- 2 


F(x)= 


(x)= 

باستعمال طريقتين مختلفتين بين أن ۴ و © دالتان أصليتان لنفس الدالة. 
الحل: الطريقة الأوليى: نبين أنه من أجل كل د من ]+ -+: 2[ ( )6=( ۴٣)‏ 
ن أجل كل ٭ من ]بول اج ( )م ر اجعه 

(x =2) ()» -2(‏ 
إذن من أجل كل :د من ]= +:2[ء ( :)”0 - ( :)7 . الدالتان هما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالة. 
الطريقة الأولى: نبين أنه من أجل كل »د من [2;٠]‏ ء 2 - ( ) 0-(:) / حيث ) عدد 
2 


: 33 
(2 1 


x 


G'(x)= 


من أجل کل ند من ]هه +: 2[, 2- 


۴ 


]0ن[ أو [+;0] 


[0;-] أو [-+;0] 


]0:+[ 


أخواص: 


الدوال الأصلية لب / على / هي الدوال المعرفة بب 


F(x)= 


a +e 


2. الدوال الأصلية ل ع+ / و /» ( )عدد حقيقي ) 


*إذا كانت / و © دالتين أصليتين على الترتيب لدالتين / و م على مجال / فإن 6+ / دالة 
أصلية للدالة بم + / على المجال /. 
#إذا كانت / دالة أصلية للدالة / على مجال 1 قإن ۸/7 دالة أصلية للدالة /» على 1 ( © )| 


3. الدوال الأصلية و العمليات على الدوال 


#: دالة قابلة للاشتقاق على مجال 1. 
شروط على الدالة ‏ 


| من أجل كل د من 20۰1( 1)۲ 
من أجل كل بد من 01( ۲) ار 


من أجل كل × من 01 <( 1)۲ 


الدوال الأصلية لندالة ۶ على 1 


/ دالة معرفة علر 

E E)= 

مله عند حقيقی)_ | 

لو 8 

(neN' ) x” 
1 


(nb2yne N) 
5 


A 


الدالة 7 


uu 


* دالة أصلية ۴ للدالة / على 8 معرفة بي : 
+S 5‏ معد "اسلو - (ع)م 


* دالة أصلية © للدالة ج على ]2:0[ = / معرفة بب : 


تمرين محلول2: عين دالة أصلية على المجال / المعطى لكل دالة من الدوال التالية: 
* )5+ جد+ةع) زاج ع) -() / ودر + - رمام 1R‏ 


“طريقة :لتعيين دالة أصلية على مجال / لدالة / يمكننا: 


0 ١ 
.1/ )( ملاحظة إذا كانت / تكتب على أحد الأشكال ",4/ أو لك 00 مع تحديد عبارة‎ .1 


2. حساب ( ×) 1 ثم تحديد عددا حقيقيا / بحیٹ "1× ۸ x E‏ = “راو 


| 3. تطبيق قواعد الدوال الأصلية. 


.»)»(=× * +22 +5 مع‎ 1١" يظهر و أن الدالة / من الشكل‎ ٠ 


تیا 2+ :2 - (م)// آي أن (1+ :)2 -()”؛: و منه x += (e)‏ 


1 


نجد هكذا آن: [( ٭)]×( )“نط - (م) / أي أن × 


درل 
و اللي فان من أجل كل ب« من ۰۴ "[(ع) ]۵× = ( :)۳ر آي (5+ 2+ :)= ()”/ء 
5 بظہر و أن ادال بع من الفكل حك مع 1+ ۳=( ۲) ا 
3 
اننا بے( ای أن وميد (م)/,20- عد دج كن ن: ©2410 023 أي أن »2 5 
2 )0 2 2 


و بالتالي فان من أجل كل × من › ( »)3 = (:) ) 32 »)6 أي + “ملد- (ع) 6 


ا 55 


تنتج إحدى الوحدات مثتوجا بكمية ي حيث 100> 0>9. 
نلاحظ أن الكلفة الهامشية المقدرة بب 4( لإنتاج وحدة إضاقية هي: 
ان 95 
4+65 9ج - (4) ,© حيث 5100 و05 


10 
تقدر المصاريف الثابتة للوحدة من أجل إنتاج هذه الكمية بب //250. 

.تقبل أن الدالة * الكلقة الإجمالية * © هي دالة أصلية للدالة ” الكلفة الهامشية * ,© على المجال [0;100]. 
عين عبارة(و) © بدلالة ‏ على المجال [0:100]. 


تنتج إحدى الوحدات منتوجا بكمية و حيث 15> 07> 0. | 
الكلفة الهامشية المقدرة بب ۸4 لإنتاج وحدة إضافية معرفة على المجال [0:15] بب: 
١ ©, )9( -3: -36 +0‏ 


1. الكلفة الإجمالية 

نذكر أن الكلفة الإجمالية © دالة أصلية على المجال [0:15] للدالة الكلفة الهامشية ,,©. 
نعلم بالإضافة إلى ما سبق أن المصاريف الثابتة تقدر بب 20054. 
عين بدلالة ي عبارة (4) © على المجال[0:15]. 


2. الكلفة المتوسط 
E aS‏ [0:15[ ب لفك دروي 
تعلم أن الدالة الكلفة المتوسطة ,© معرفة على المجال [0;15[ ب تلح - (و) ,,©. 

4 

٠‏ عين بدلالة و عبارة (4) ,,© على المجال[0;15[. 
٠‏ أحسب (4) '/,,© ثم تحقق أنه من أجل كل ۾ من [0:15[ لدينا: 

7 2(q-10)(q +q +10 

e +1+10) 

9 
٠‏ أدرس إشارة(4) “© ثم شكل جدول تغيرات الدالة ,© على المجال [0:15[- 
٠‏ عين الكمية ‏ التي يجب إنتاجها حتى تكون الكلفة المتوسطة أصغر ما يمكن. 
٠‏ أحسب في هذه الحالة الكلفة المتوسطة و الكلفة الهامشية: ما ذا تلاحظ ؟ 
3. قراءة بيانية 

| أرسم في نفس المعلم التمثيلين البيائيين للدالتين ,,© و ,© بحيث يمثل‎ ٠ 

على محور الفواصل و يمثل 17# 1004 على محور التراتيب. 

٠‏ باستعمال الرسم السابقء قارن بين الكلفة الهامشية و الكلفة المتوسطة. 


في مجال الاقتصاد نسمي الدالة ‏ الرضا * كل دالة / معرقة على مجال / و تأخذ قيمها في 
و نسمي الدالة « حيث”/رح « بالدالة " الرغية 7 
نقول أنه توجد " رغبة * عندما تكون ٠‏ موجبة و إلا فنقول أن هنالك " رفض *. 
1. من الرضا إلى الرغبة 
دالة' الرضا '/ الممثلة في الشكل الموالي معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال [0;8]. 


100 E 


© عين قيمة × التي يكون من أجلها الرضا أعظميا. 
٠‏ عين المجالات التي توجد فيها * رغبة * و المجالات التي يوجد فيها ' رفض *. أ 
» بواسطة قراءة بيائية عين (4) /د. 
٠‏ عبر عن( *) ٠‏ بدلالة × علما أن الدالة ٠'‏ دالة تآلفية معرفة على المجال [0:8] و أن 50 -(0) ۷. 
2. هن الرغبة إلى الرضا 
تم نمذجة دالة” الرغبة * ۷ من أجل راتب في إحدى المؤسسات على النحو التالي: 
من أجل كل × من المجال ]ده -+:0]: _ 100 20-7 


کس 

» نذكر أن الدالة" الرضا ‏ / هي دالة أصلية للدالة ٠:‏ على المجال ]م +:0]: علما أن 0= (0) / بين أن 
ج100 
ares‏ 

© جين نهاية الدالة / لما يرول :: إلى + . فسر بيائيا هذه النتيجة. 

» أدرس اتجاه تغير الدالة / على المجال ]ده +:0] ثم شكل جدول تغيزاتها. 

١ 1‏ لذ رة یہ میتی الس د م 


. أحسب نهاية الدالة / عند 0. ضر بيانيا النتيجة. 


2. بين أنه من أجل كل × من [0:700[ 2 


.. استنتج اتجاه تغير الدالة /. 


نرمز بب [ *) © إلى الكلفة الإجمالية لإنتاج ند وحدة. 


حل مختصر 


O : 
و000‎ im 1 +100 (=0 (1 


و منه حسب مبرهنة نهاية مجموع لدينا: + =( د) /1ا 


2) من أجل كل × من [0:700[ لدينا: 


لدينا من جهة ثانية من أجل كل بد من [0:700[: 


(x -300( (x + 300x +90000) _ x * -0 


25 


25x 

03< 25 و بما أن مميز 90000+ »300+ × سالب 
قن 0 < 90000+ 300+ على المجال [0:700[ و منه 
إشارة( )ر هي من نفص إشارة 300- :د و بالتالي فإن 
متناقصة تماما على [0:300[ و متزايدة تماما على [300:700] . 
اب- نعلم أن ,6= ”© و من فإن € دالة أصلية للدالة © على 
المجال [100:700] , يما أن الكلفة الإجمالية لإنتاج المائة (100) 


وحدة الأولى هي 16000124 فإن € هي الدالة الأصلية لبي 


(x -300( (x : +300 +0 
كور‎ ) 


نه اقتصادي: تنتج إحدى الورشات على الأقل 100 وحدة و على الأكثر 700 وحدة. توصف الكلفة 
© الإنتاج وحدة إضافية على المجال [100:700] بالدالة / المعرفة في الجزء أ. لدينا إذن: 
() /- ( :) © من أجل [100:700]ء × 


علما أن الكلفة الإجمالية لإنتاج المائة (100) وحدة الأولى هي 160002۸4 عين عبارة الكلفة الإجمالية ( ») ©. 


و التي تحقق 16000 > (100) €. و هكذا لديناء 


0 (100) © تعتي و بالتالي قإن: 


540000 
|1200 | + 0092 100 + د ج C(»)‏ 


رين 96 


تعاليق 
- لا نكتفي بكتابة + =( ) /(10! و لکن 


لابد من تبرير هذه النتيجة. 


- نقوم أولا بحساب ( ٣)»‏ / باستعمال قواعد 


الاشتقاق. لا نكتفي بإعطاء النتيجة الواردة في 
النص و إنما يجب تبريرها. 


- نذكر أن إشارة ع+ ×ط+ ”ب (4۶0) 
هي من نفس إشارة 4 في حالة 0 > ۸. 


7 


انعتبر الدالة / المعرقة على المجال ]0 +:0[ ب: للد 2= ))7 
معلم متعامد [آر: 7: 0) ( أنظر الشكل المقابل ). 
الجزء الأول 

1 باستصال العتحني ( ©) ضع تخمينا حول اتجاه تغير 
الدالة / على المجال ]مه +:0[. 

2. استنتج إشارة (*) / على المجال ]0+:0[. كيف 
يترجم ذلك على التمثيل البياني المقابل ؟ 

3. ياستعمال المنحني (©) ضع تخمينا حول نهاية / عند0. 
| 4. بين أن المنحني ( ©) يقبل مستقيما مقاربا مائلا (4) 
يطلب تعيين معادلة له. 


لتكن / الدالة الأصلية للدالة / على المجال ]+0[ بحيث 2- - (1) ۴ . 

.[0:+ استنتج من الجزء الأول اتجاه تغير الدالة ۶ على المجال ]م‎ ٠ 

عين عبارة ( ×) ۴ بدلالة د. 

أدرس نهايتي الدالة / عند 0 و عندهء+. 

.> شکل جدول تغيرات الدالة ۴ . 

. أرسم قي معلم متعامد و متجانس (۲) التمثيل البياني للدالة ۴ . ا 
إرشادات 


مث دځ بن حو يف 


| انجزء الأول 
1. لإثبات صحة التخمين يمكنك استعمال مشتقة الدالة / أو استعمال اتجاه تغير الدالتين: 
| »و ديم ×+ على المجال ]+0[ 

2. * اسثنتج " تعني هنا أنه للإجابة على السؤال لابد من استعمال اتجاء تغير الدالة / المعين في السؤال1؟ 
لا تنسی التحقق من أن 0= (1) /. 

لجزء لاني 

1 استنتج من الجزء الأول ' تعني أن لايد من الربط بين الدالتين .و ( تعريف دالة أصلية ) ثم 

النتائج المحصل عليها في هذا الجزء و التي تسمح من تحديد إشارة ( )”7 

الدالة / عبارة عن مجموع دوال مألوفة عليك معرفة دوال أصلية لها على المجال ]+0[ 
الشرط 2-=(1) ۸ ۔ 


2.استتتج دالة أصلية على 12 للدالة بم المعرفة ب 
20-3 +2 
22+3(2) 


5 + دالتان معرفتان على‎ FE 


&)*)= 


بين أن الدالة / أصلية للدالة '/. على ا 


في التمارين من 3 إلى 12 بين أن الدالة 7/ أصلية للدالة 

على المجال (/ 

« عمد يميم‎ E 
D=R 
7-62 + بدو‎ 


iı fJ :x 2-3 


FSH 
f :× 3د‎ -12x+9 


fH < FP 
D3 2 
/ دا‎ r :x 5+12 للها‎ 
8 ]ديه[ دمر‎ 


7 


ey 


تحقق أن الدالتين '/ و 6 أصليتان لنفس الدالة 
1) جبريا 2) باستعمال المشتقة 
في التمارين من 14 إلى 20 اذكر إن كانت الدالتان ۲۴ و 6 
أصليتان لنفس الدالة / على المجال المعطى: 
F (x)= +2x+3‏ ء ‘G()=x?-2x+3‏ 


<G(x)=x+x-15 « F( 


.G(«) 


5 0 


راد 


1. أعط دالة آصلية للدالة/رعلى 8 . [26| . 1 
اي رع 0 و ۸ دالتان معرفتان على ]+ ;ا[ب ٠|‏ 
2+1 


3-جد الدالة الأصلية "/ للدالة ‏ و التي تحقق 1-(1)/ =(×)/ و =( 
7 -( 
77 “ردالة معرفة على [+٠0]‏ ب: 


4+ رار 
E:‏ 


1. بين آن الدالة 7 أصلية للدالة رعلى ]«م+:ا[ . 
2.استنتج الدالة الأصلية ت للدالة التي تأخذ القيمة 1 
1. اعط دالة أصلية للدالة / على ]0 :م-[ . 3 
2. اعط كل الدوال الأصلية للدالة / على ]0 :>-[ . 

3. جد الدالة الأصلية / للدالة /رو التي تحقق 5-(1-)7/ 
كردالة معرفة على ]+ :0[ ب 


عند 3. 
المنحنيات من :0 إلى ) هي التمثيلات البيانية ل 

9 دوال (من "۸ إلى :/ على الترتيب) .كل دالة من هذه أ 
الدوال هي دالة أصلية لإحدى الدوال/ر؛ ج و / المعرفة 


2 
)x(=2 1‏ ل عل چ 

1 آعط كل الدوال الأصلية للدالة/ على ]صم+:0[ g)»)=2x»-10 . /)x(=2x‏ 

2- جد الدالة الأصلية ۸ للدالة “رو التي تحقق 0-(7)4/ و10-2x-=)h(x‏ 


[كع] “, و ۳ دالتان معرفتان على ]+:ا[ب 


axî +hx+e 2‏ 
اا اتا م م ا 
E 0‏ لق 
غين الأعداد الحقيقية © :8 وج حتى تكون الدالة / أصلية 


اللدالة /رعلى ]+ ا حيث «F‏ 
5 ”ردالة تألفية متزايدة تماما على 12 و “/ دالة 
أصلية ل /رعلى 8 .أحد المتحتيات التالية هو للدالة / ما 


هوكبرر 


من بين الدوال من / إلى ٠‏ اذكر الدوال 
من الدوال /» و 1 


من الحالات التلية: 
2+ =( < ]+;1=]0 


ب) ج دار ۰ ]سدور 


3+ =( < ]صببو[ در 
٠‏ في التمارين من 29 إلى 31 جد دالة أصلية / للدالة 


F(1)=0 
F(2)=-3 
F(-1)=0 
F(20)=0 
F(3)=15 
F(0)=0 + زمد)ثر‎ - 302 -100x+40 (e 
F(1)=101 “و4 - زو)/ ؛‎ ) 
/)1(-0: ب( 60-1000 + *و50- أو - زو)/‎ 
F(0)=0 ع) 750+ 150+ ,50 )مر‎ 
الدوال الأصلية للدوال كثيرات الحدود‎ 
قي التمارين 32 من إلى 36 عين دالة أصلية للدالة‎ * 
المعرفة و المستمرة على‎ 
عددم, ب) خده - (د)/‎ Û 8 
ع) *د5--()/‎ 


إددا 0 الخعدد زمر ۰ ب) 3+ = (م)ر 


/ (x) =0,5 + ج)‎ 
f(x) =2 قبع‎ (f(a) ra 1 (RI 


x" 7 +1 ع)‎ 


(= +5 -2x+3 ع)‎ 


8 ) مرحم دمم < 


ا الو 


* في التمارين 37 من إلى 42 »و 
الأصلية لدالة من الشكل "/:': عين دالة أ 
على 8 : 
Û‏ الجع)- رار ١‏ ب “رفسم )را 
€( “محمد رار 

. /(«)=2(2x-1 ) 8 

ب) “(جعيف )م ور ۰ 

ج( “(7-م0 )ماد زمار 
) "(كجعة)- زمار ء 

ب) “(2-7)د زمارل 

5 

ع [كعة) دور 
) “(كجع)2- ا(لجعم) د زمار 

ب) (مة-3)2- (4-×3)=(»)/ › 

6 (4-: )له ا 
f(x)=(4x+1)(2 +x =1) )‏ - 

ب) "(1+×-"6-1()2)=()/ ۰ 

ج) “زع "+ ))1- »2+ 3=( 7 
(e) =24( +x)(2x +31) )‏ < 
ب) "(1+ + 3()2++8) 2 =(ء)/ ۰ 
ج) "خدج (x)= 5x(3x+2)(‏ / 


الدوال الأصلية للدوال الناطقة 
» في التمارين 43 من إلى 47 ٠‏ و بتطبيق قاعدة الدالة 


الأصلية لدالة من الشكل عين دالة أصلية للدالة كر 
على 0:5[ 


ب شد وار 
€ دور 


eA و افكر‎ 
ا ل‎ 5 
E E 
رصع‎ 0 ١8 
2 
(1+4x) © 
4 aT cm 
ا(‎ 
FEN 


٠‏ في التمارين 48 من إلى 50 ٠‏ و بتطبيق قاعدة الدالة 
الأصلية لدالة من الشكل “د 


u 


عين دالة أصلية للدالة / 
على ]سمد:9[ 


ْ 


0 


AE re) ب)‎ (eT 


إليك نص السؤال 
أعد صياغة هذا الحل آخذا ملاحظات المصحح يعين 
الاعتبار. 
نص السؤال: “ردالة معرفة على ]0:--[ ب: 


و الحل المقترح له من قبل تلميذ ٠‏ 


عين جميع الدوال الأصلية / للدالة على المجال ]ويس[ 


اا 
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جد دالة ۴ تحقق (×)/ =(ء)' 
8 دة سرفة على ]+05[ به 
3+ 2+ 3 =7 
جد دالة أصلية ۶ د 
F()=-1‏ 
٠‏ جد دالة أصلية على المجال ]+1[ لكل من 


a 1 
(=) («=0 


2. لتكن الدالة /, المعرفة على ]-+:1[ب : 


)1 
أ- عين العددين الحقيقيين © و / حيث من أجل كل عدد 
حقيقي × من ]+ :1[: 


له ال 11 1 
لح اد 


ب- استنتج دالة أصلية للدالة / على المجال [2:3]. 
“ردالة معرفة على ]م+:2[ ب: 
4-:12+ 62 - ¥ 

AL a a 

2 إن 

1. عين الأعداد الحقيقية » ء 6 و © حيث 

عدد حقيقي/2<:: 7 

2. استنتج دالة أصلية 6 للدالة /ر 

-F(3)=-1 


د لاك 
2 مر 


2. استنتج الدالة الأصلية ”/ لدالة رع سور 


1 
2 


تتعدم من أجل 1. 


“ردالة معرفة على ]مد :0] ب: 
x" +3 433‏ 7 

(+1) 

1 حب (:د+ 1)-(<)/ =(۲) چ و تحقق أن 


g(x 


2. عين دالة أصلية 6 للدالة ج على ]+ ;0] . 
3.استنتج دالة أصلية ”۸ للدالة ر على ]«م+;0] . 


ین 4 +8 حيث [[] المنحنيات من ,) إلى +) هي التمثيلات البيانية ل6 
ب 3 +12 (8 + »)= (+)"/ أصلية للدالة /رعلى دوال (/. إلى ر على الترتيب)؛ ثلاثة من هذه الدوال هي 
دوال أصلية لثلاثة دوال أخرى. 
تعرتف على هذه الدوال (الدالة > دالتها الأصلية) 5 


2.عين دالة أصلية ٨‏ للدالة ر على *12. 
[] نعتبر ثلاث دوال/.ء ۽ و / معرفة و قابلة للاشتقاق 
على المجال [2,2-]- 

1 .علما أن الدالة /رتقبل دالة أصلية على المجال [2,2-] 
من بين الدالتين چ و// . ما هي؟ برر. 


ق 


.© لمنتوج على المجال [0:4[ » بالنسبة للمنحني7 » 
الممامر د ا ني 1 معادلته 0 کڪ 


1. أشرح لماذا المنحني ‏ يمكن أن يمثل الدالة * الكلفة 
الإجمالية * © ؟ 
2. عين العددين الحقيقيين © و8 علما أن : 

2 

¿(=+ 

03 
و أن المنحني ١‏ يقبل عند النقطة (4)2:11. مماسا معامل 
توجيهه 5. 
3. استنتج عبارة (4) ٣‏ 


اسملا 


سبال 

5 الجزء1: 

نعتبر الدالة ۶ المعرفة على المجال ]ده +:0] كما يلي؛ 
r? +1‏ 


f (x)= 
تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس‎ )) 


x * +x +1 


و لیگن ( 
1 6). 
1.أحسب( *) ا . ماذا تستنتج ؟ 

2.أدرس اتجاه تغير الدالة ر ثم شكل جدول تغيراتها. 
3.عين معادلة (4) هماس المنحني ( م')) عند النقطة ذات 
الفاصلة 0. 

4 - أرسم (4) و 

.ب- لتكن 7/ الدالة الأصلية للدالة / على المجال | ]0:٠‏ 
بحيث 0-(7)0. تعيين عبارة ( «)7/ غير مطلوب. 
5.فسر وجود الدالة ٣‏ على المجال ]م +:0]. 


[٠‏ المنحني 1 هو التمثيل البياني للدالة * الكلقة الهامشيةة 


6.أدرس اتجاه تغير الدالة ”7 على المجال 
7.نعتبر الدالتين // و × المعرفتين على | 
ب > H(x)=‏ 
«(x)= (x)‏ 


_ أدرس اتجاه تغير الدالتين 1 و ۸ على المجال‎ ٠ 
]د +يه].‎ 


»]0:+ استنتج أنه من أجل كل × من ]م‎ ٠ 


2د" استنتج نهاية الدالة ٣‏ عند «م+. 
8.بين أن المعادلة ‏ - ( ٨)»‏ تقبل في المجال 
]د +:0] حلا وحيدا © ثم بين أن مدع 
نعتبر الدالة / المعرفة على المجال ]+:!] بب: 
e 1‏ 
J (x)=x 10‏ 
و ليكن (©) تمثيلها البياني في معلم متعامد (:0,7) 
( أنظر الشكل المقابل ). 

الجزء الأو 
ال المنحني ( )) ضع تخمينا حول اتجاه تغير 
الدالة /على المجال ]-ه +:1]؛ ثم أثبت صحة التخمين. 
5( ×) / على المجال | +:1]. كيف يترجم 
ذلك على التمثيل البياني المقابل ؟ 
3.باستعمال المنحني ( '©) ضع تخمينا حول نهاية / عند0. 
أثبت صحة التخمين. 
أن المنحني (©) يقبل مستقيما مقاربا مائلا (4) 
معادلة له. 


1با 


2.استنتج إشاء 


التكن 7/ الدالة الأصلية للدالة /. على المجال 

3 

1.استنتج من الجزء الأول اتجاه تغير الدالة ”/ على المجال 
|=[ 

2.عين عبارة ( »)۸ بدلالة ×. 
3.أدرس نهاية الدالة '7/ عند ح4 . 
4.شكل جدول تغيرات الدالة ۴/. 
في معلم متعامد و متجانس (۳) 


| +: ا]بحيث 1-= 


5 _ اجدجثدم 
2x(x+1)‏ 


Ey 


متناقصة تماما على 12 


ج) ۴ ليست رتيبة تماما على 2 . 
4 ردالة معرقة على 8 0 


أحد المنحليات التالية © > 


,€ هو منحني بياني لدالة 


أصلية للدالة /رعلى 178 


المنحني (©) هو: 
( € 


ب( C,‏ ج) ,€ 
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5 ةد )م 


2. لدالة معرفة على 12 حيث إشارة (د)"ر معطاة 


0+ 3 مه |* 
RR OES‏ )ار 
إذا كانت۴ دالة أصلية على ۸ للدالة /رفإن (») ۴ قيمة 


حدية صغرى ل۳ على 8. 

3. /دالة سالبة تماما على [1:3]. إذا كانت/ دالة أصلية 
على [1:3] فإن: (2,2) ۸ < (2,1) ۴ 

a دا‎ .4 

الدالة. 

5. الدالتان / و المعرفتان على [0+٥]‏ ب 


لد )م د علدت 


أصليتان لنقس الدالة / على المجال +٠١]‏ :0[. 
6. الدالة / التي دالتها المشتقة' / معرفة ب: 


لج =(») ٠‏ تقبل دالة أصلية على 8 . 


1 
7 دالة معرفة على ]-م+:2[ب: 0 
الدالة /ر تقبل دالة أصلية ۴ على ]مم+:0[ تحقق 0-(2) ٠7‏ 
8. /دالة معرفة على * ب: له - (غ) / 
الدالة / تقبل دالة أصلية ”/ متزايدة على *12. 
9. 7 دالة أصلية لدالة /معرفة و مستمرة على مجال 1 
إذا كانت / موجبة على مجال [4:0] فإن (ط) ۴ < (4) ۴ 
10.في مؤسسة ٠‏ بينت دارسة أن الكلفة الهامشية بالدينار 
يدلالة الكمية ي من الوحدات المصنوعة هي: 5 
0 + و40 - 302 - (4) ,© .الكلفة الإجمالية للإنت 
(4)© علما أن الكلف الثابتة تقدر ب 00000//1! 
00 + و15000+ 02و20 - 3و - (و) © 


7 0 
الكفاءات المستهدفة 

| # حساب تكامل دالة. 

| ¥ حساب تاح 

| © حساب القيمة المتوسطة لدالة و تفسيرهاء 


ولد ثابت بن قرة (سنة 221 ه - 834 م) في حران من أرض الجزيرة شمال العراق» بتركيا الآن. 


برع ثابت في علم الهندسة حتى قيل عنه إنه أعظم هندسي عربي على الإطلاق؛ وقال عنه 'يورانت ول: إنه أعظم 
علماء الهندسة المسلمين؛ فقد ساهم وافر في تقدم ال 


0 هندسةء وهو الذي مهد لإيجاد علم التكامل والتفاضل؛ كما 


ع أن يحل / 


الهندسية؛ وتمكن من تطوير وتجديد نظرية فيثاغورث؛ وكانت له بحوث 


عظيمة وابتكارات 


٠ة‏ في مجال الهندسة التحليلية؛ فقد ألف كتابا في الجبر» شرح فيه العلاقة بين الجبر والهندسة» 
وكيفية التوفيق بينهماء واستطاع أن يعطي حلولا هندسية لبعض المعادلات التكعيبية؛ وهو ما أفاد علماء الغرب فيما 


بعد في تطبيقاتهم وأبحاثهم الرياضية ف 


المكافئ حول محوره و حين حل معادلة من الدرجة الث 
ومن مؤلفات ثايت الرياضية والهندسية: 

- كتاب في الشكل الملقب بالقطاع 

= كثاب في مساحة الأشكال المسطحة و المجسمة 
- كتاب في قطوع الأسطوانة وبسيطها 

- مساحة المجسمات المكافية. 


- قول في تصحيح مسائل الجبر بالبراهين الهندسية. 


الجزء الأول 
1. تعتبر الدالة بم المعرفة على ۴8 بب 2 -( *) /ر. 
و ليكن ( , ©) تمثيلها البياني قي معلم متعامد و متجانس ( آر. 7: 0). 
خي j=”‏ و lem‏ = 
نهدف إلى حساب 4 مساحة الحيز الملون في الشكل المقابل. 
٠‏ أحسب بب U‏ المساحة 4/. 
٠‏ عين دالة أصلية © للدالة ج على 1# ثم أحسب (1) 6-(4) 6. 
2. ثقس الأسئلة بالنسبة للدالتين 7 و 4 المعرفتين بب 4+ > - ( *) 8 1+ ×=( ») » و الممثلتين أسفله. 


3. ماذا تلاحظ في الحالات الثلاثة ؟ ضع تخميتا. 


الجزء الثاني: نعتبر الدالة / المعرفة على المجال [0:1] بب * :: ( *) / 
سل للحم لد لد 


2 ل 

1) هل يمكن» باستعمال قاعدة في الهندسة؛ حساب 4 مساحة الحيز الملون في الشكل (1) ؟ 

2) أحسب ,ا مساحة الحيز الملون في الشكل (2) و ,4 مساحة الحيز الملون في الشكل (3). 
مد استعمال الجدول التالي: 
ْ ' ا[ ا | 

كم 1 - 


1 


3) استنتج حصرا للمساحة ,۸ . 
4) تحقق ما إن كانت النتيجة المحصل عليها متلائمة مع تخمينك الذي وضعته في السؤال 3 من الجزء الأو 


160 | 200 | 300 | 400 | 596 | 60) ( 


ننمذج هذا الشكل بالدالة / المعرفة على المجال [0;600] كما يلي: 


E CI E 
| / رم‎ - +5 

بحيث يمثل × فاصلة نقطة من الطريق و يمثل ( ») / ارتفاعها بالأمتار. 

نريد تسوية هذه الطريق بحيث يكون هنالك توازن بين المحذوف و المضاف من الأتربة مع تحديد ارتفاع الطريق ا 

المستوية. . 
1. عين دالة أصلية للدالة /. على المجال [0:600] | 

استنتج ۸ مساحة الحيز الواقع تحت المنحني ( ©)) الممثل للدالة '/ بين العددين 0 و 600. 

. عين * ارتفاع ' مستطيل قاعدته [0:600] حيث مساحته هي المساحة 4.. ١ ١‏ 

. مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني ( ) الممثل للدالة / و المستقيم (4) ذو المعادلة125= ابرء 


ج 


ua 


5. عين قواصل نقط المنحني ( )) ٠‏ المستقيم (4) . 


6 تحقق أن: #ركة رمي j‏ 1 


أعط تفسيرا لهذه النتيجة مرتيط بالوضمية المدروسة. 


1 5 
اتعريف: نقول أن العدد :4 )٠‏ | سلب هو القيمة المتوسطة للدالة “ر على المجال 
o‏ 600-0 


ل تكامل دا 
1. الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن 

لخاصية ( دون برهان ): / دالة مستمرة و موجبة على مجال /. © و 8 عددان حقيقيان 
من 1 حيث > 0. ( ,©) منحني / في معلم متعامد ( 8, 4: ©) و 7 دالة أصلية ل / على 1 
مساحة الحيز تحت المنحني ( ,©) بين العددين ۾ و 8 هو العدد الحقيقي ()/-(8) 7 


ملاحظات: 
1. الحيز تحت المنحني ( ,©) بين العددين © و 6 هو 
الحيز المحدد بالمنحني ( ,©)؛ محور الفواصل و المستقيمين 
اللذين معادلتاهما 4= × و 0- ٭. 
2. وحدة المساحة هي مساحة المستطيل 0۸4۸8 
حيث × هي النقطة التي إحداثياها (1:1)- 
2. تعريف التكامل 
/ دالة مستمرة على مجال /. 0 و 7 عددان حقيقيان من / . إذا كانت 7/ و © دالتين أصليتين للدالة / على 7 فإنه 
يوجد عدد حقيقي ‏ بحيث من أجل كل × من ٠1‏ ۸+( ٭) /-(+«) 6. 
نينا )4( */- (م) * - [ G(b)-G (a)=[F (b)+k ]-[F (a)+k‏ 
ثلاحظ هكذا أن العدد (4)/- (5) / مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالة / على المجال 1 . 


تعريف: / دالة مستمرة على مجال / . 0 و ۵ عددان حقيقيان من 1. 
يسمى العدد الحقيقي (4)/- () 7/» حيث / دالة أصلية ل / على ٠7‏ التكامل من ۾ إلى طا 
لب / و نرمز إليه بالرمز ع4( j‏ 


ملاحظات: 


5 
1. عمليا لحساب العدد 4#( :) /] نقوم بتعيين دائة أصلية 7۳ للدالة على مجال / يشمل العددين ۾ و م ثم كق 


[r (x(a =[F )م -زم)م- ززع‎ 


8 7 
2. يمكن تبديل المتغير :د بأحد الحروف ۰۲ .... فيكون لدينا مثلا /4(4) "/[ = عه( ::) /[ 


| لتيجة: ردالة مستمرة و موجبة على مجال /. ه و 8 عددان حقيقيان من / حيث 58 4. (/©) الدلال 7 
١‏ معلم متعامد (4,8; ©) و / دالة أصلية لب / على /- 


7 
مساحة الحيز تحت المنحني ( ,©) بين العددين ۾ و 8 هو العدد الحقيقي ك( ) ۴إ 


[0 -=) 1 
jara 2 

تعرين محلول2: التمثيل البياني المقابل هو لدالة . 

أحصب التكاملات التالية: 1) ب( ) 1 2 j ca 3 ee‏ 


الحل: نلاحظ أن الدالة / موجبة على المجال[3:3-]. 


1 1 7 7 
0( 4+ ×= بور re‏ 0 ا = (x (a‏ 1 م د امم موري j‏ 
2 5-5 7 2 3 0 


تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرقة على R‏ ب به (%)=2-x‏ 7 

1. مثل عل شاشة حاسبة بيانية الدالة /. 

2. أحسب بوحدة المساحة (//) مساحة الحيز تحت المنحني بين العددين 1- و1. 
ٍ! 3. المعلم الذي مثلت فيه الدالة / متعامد حيث الوحدات كما يلي: :2 على محور الفواصل و 1,567 على 
| التراتيب.أحسب ہے ان شاك و تحت نے ب -وا. 


المجال[1:1 کا ذالة أصلية 
لها على [1:1-] هي الدالة ٣‏ 


5 وحدة المساحة هي 1,577 * 27 أي 32 و بالثالي فإن مساحة 
الحيزء بي ١ر‏ تحت المنحني بين العددين 1- و1 هي: 13en‏ أي 10c‏ 
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1. الخطية 


| خواص: من أجل كل عددين حقيقيين © و 8 من / و من أجل كل عدد حقيقي ٭ لدينا: 
)0 سرع أ درم رل- eee‏ بال 


ها عدم js a= kj‏ 
البرهان: العلاقة (1) : نعلم أنه إذا كانت 07 دن اسليين على ر ق ل ع 
الدالة 6+ دالة أصلية للدالة بم + / على المجال / .و منه: 


i (r )+g (x Jer ]د‎ (x )+G (x )} =[F عجزم)‎ (»)]-[F [(ماع+زم)‎ 


5 
عه( jg (x‏ + ع4( =[ (a)‏ 6-زم) (a)]+[G‏ 7-زم) ]- 
العلاقة (2): نتبع منهجية مماثلة علما أنه إذا كانت '/ دالة أصلية لب / على 7 فإن 77( دالة أصلية لب /)على [. 
2. الترتيب 
خواص: + و ۵ عددان حقيقيان من | حيث 05> 4. 


5 
(1) إذاكان من أجل كل × من [0:]4:0 < ( ) / فإن 0< چ( ) /آ 


(2) إذا کان من أجل كل × من [4:0] ( ٭) ۾ > ( ٭) / فإن 2آ“ jr (ea‏ 
البرهان: العلاقة (1): إذا كانت '/ دالة أصلية لب / على 7 فإن من أجل كل > مزع EEE‏ 
أن0<(:) ر على [4:0] فإن 77 متزايدة على [4:0] و بالتالي (8) ”/ > (6)*/ أي 0< (0) 77-(8)/ و منه 
8 4(*) ",أ . بالنسبة لبرهان العلاقة (2) يكفي أن نلاحظ أن 0<( ا) /- (*) بخ و تطيق التائج السابقة 
3. غلافة شال 
خواص: من أجل كل أعداد حقيقية © 7٠‏ و » من / لديناء 
(a +r (xar = Î7 (Ja‏ 
البرهان: إذا كانت ”/ IE TETTEET‏ 1 2 
Û (er‏ =( مايا ردم د rrr‏ 


س 


Î (+e) = (Jak e) 2-5-3 ) الحل:‎ 
ل‎ ) = (x Jx =5x2=10 ب)‎ 


ج)و!- (5-)3-(2)2- (a‏ م r (*)-3g (x [4> =2 (x )ax‏ 
تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على + ب جل - ( ) /. 
بين أنه من أجل كل × من [0:1] ٠‏ 1>( «) “ر. استنتج أن 1> (Jae‏ / 


الحل: من أجل كل × من  <1:]0:1[‏ :+1 و منه من أجل كل × من [1:]0:1> 


1 
ج‎ 
HR 


تتح أن ]> | دساك اد بعاد كال من اڪ ج 


! 6 20 0 
9 ل3 رد معرفة عا ا =( اسب Ez‏ ا 


jr (x Jak 57 (r Ja رزج‎ (x ع4(‎ = |x? + j (2x =1) الح‎ 
4 4 1 : 


[xx =2-0=2‏ = عورد معلل 
1 


(ar =2 +‏ رل. 


تمرین محلول4: / دالة مستمرة على مجال /- E‏ عددان حقيقيان من /. بين أن: 
jr ae =r (ar (2) < r(x) =0 ()‏ 

الحل: لتكن ”7 دالة أصلية للدالة / على 7 9 
(x)= (a)-F (a)=0 (1)‏ ]د jr (x)‏ 


)02+ معدم برد مهرم j7‏ + هرم r‏ دس (a = (Jar‏ 
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|[اتقرئقة؟ ‏ "ردقه A‏ وامتصرة على مجان 71392717 كلدل ET‏ 
| القيمة المتوسطة للدالة / على المجال [0:8] هي العدد الحقيقية 


5 


التفسير البياني: تفرض أن الدالة / موجبة على المجال [6:]. 
_ ليكن ( ©) التمثيل البياني للدالة / في معلم متعامد ( J‏ , 1 :0). 


[/ لر « يعني ع4(ع)‎ (x)ak 


m (ba) = 


انعلم أن 147 ا ھی دة الین قرع تحت قمدحل (6) 111110 


(ه- 8) 71 هي مساحة المستطيل الذي بعداه »- 7 و 77( القيمة المتوسطة ). 
و هكذا فإن ٠‏ القيمة المتوسطة لب / على [ 4:8]ء هي * ارتفاع * المستطيل 
الذي قاعدته »- 0 و الذي له نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني ( ©) بين 4 و . 
ثلاحظ أن للحيزين الملونيين بالأزرق و الأحمر نض المساحة. 


ملاحظة ( القيمة المتو عله و الوحدات ): إذا كان + و ر مقدارين مرتبطين بعلاقة من الشكل ( *) /= ال 


0 < 
فإن التكامل ع4( +( ا مقدار متجانس مع الجداء ر للمقدارين × و #ر. و بما أن المقدار (- 5) متجانس مع ؟ 4 


فإن القيمة المتوسطة :4( pe‏ السام و 1 
b-a‏ 3 


2الدالة الأصلية لدالة و التى تنعدم من أجل قيمة 
ريقا: / دالة مستمرة على مجال / و © عدد حقيقي من 1. 


الدالة الأصلية الوحيدة للدالة / على / و التي تنعدم من أجل ى هي الدالة /ه(4) "/] جا :۴ 


اك 


بين 100 و 800 أداة. نفرض أن الربح بآلاف الدنانير. بدلالة الكمية المنتجة ۾ هو: 
جل +1- 2=( / حيث ‏ 8> >1 
1. عين دالة أصلية ‏ للدالة / على المجال [1:8]. 
2. مثل هذه الدالة على شاشة حاسبة ب 
3. أحسب بب 24 الربح المتوسط ,8 المحقق من أجل كل مجموعة 100 أداة. 
0 ا 
1.لدالة ٣‏ مستمرة على ]+0[ و مته على [1:8]. دالة أصلية للدالة / على [1:8] هي الدالة ۶ 50 0 
1 
9 


-و-*و-(9) 8 


71123721 


3. ي8 هو القيمة المتوسطة للدالة / على المجال [1:8]. و منه: 


ْ 1١ ۳ 17 


- | - وه(؟) /[ لد ر8 
2-6 0-00 


و من فالربح_المتوسط المحقق من أجل 0 أداة هو حوالي_8125//1. 
تمرين محلول3: نعتبر الدالة */ المعرفة كما يلي: 14+ ۲ل - () ۴ 
عين مجموعة تعريف الدالة "/ ثم أدرس اتجاه تغيرها. 1 
a:‏ 
الدالة ۴ هي الدالة الأصلية للدالة 1+ "۲ جا / و التي تنعدم من أجل القيم 0 للمتغير- فهي إذن معر: 


و لدینا من أجل كل + من غلاء 1+" :دا =( +)”/. بما أن من أجل كل × من ۰8 0 <( ۴)۲ فإن 
متزايدة تماما على 8 . 
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يلت 


تعتبر دالتين / و ۽ مستمرتين على مجال [:4] و لیکن ( ,©) و ( ,©) تمثيليهما البيانيين في معلم 
متعامد ( ل, 1: 0©)- 
نهدف إلى حساب مساحة الحيز ( /) المحدد بالمتحنيين( ,©) و ( م©) و بالمستقيمين اللذين معادلتاهما على 


الترتيب 4= عداو 6= ٭. 


1. المثال الأول 7 
ردن دم اسفن عل م3 عابو ۴ 
د( و *+#د(جا)ع 
ه مثل على شاشة حاسية بيانية المنحنيين ( ,©) و (,©) ٠‏ 
» برهن أنه من أجل كل × من [0:1]: (*) م< (*) / 


٠ه‏ تحقق أن الدالة دهم د دالة آصلية للدالة / على [0:1[. 
٠ه‏ نسمي ,۸4 مساحة الحيز تحت ( ,©) و ,4 مساحة الحيز تحت( ,©) بين العددين 0 و1 و لتكن 4. مساحة(2). 
عبر عن 4 بدلالة ,4 و ر4 استنتج أن 4[ () #- ( :) = ثم لصب را بوحدة ل 
2. المثال الثاني 

نعتبر الدالتين / و ج المعرفتين على 12 كما يلي: 

4 و جد+ 2ب دزج)ع‎ f (x 

.)٤,( مئل على شاشة حاسبة بيانية المنحنيين ( /©) و‎ ٠ 
عين نقطتي تقاطع المنحنيين ( /©) و ( م ©). .لسا‎ ه٠‎ 
/ )( > برهن آنه من أجل كل × من [1:2-]: (+) چ‎ ٠ 
أحسب مساحة الحيز (2) المحدد بالمنحنيين ( ,©). [ ,©) و بالمستقيمين اللذين معادلتاهما على الترتيب‎ ٠ 


x23 5-1 


3 المثال الثالث 
العتبر الدالتين / و ج المعرفتين على المجال [1:2-] كما يلي: 


5 


00 J 
OD < تل‎ 

٠ مئل على شاشة حاسية بيانية المنحنيين ( ,€) و (ي©)‎ ٠ 

]-1:2[ أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين ( ,©) و (ي©) على‎ ٠ 

/: أحسب مساحة الحيز (/) المحدد بالمتحنيين ( ,©): [م©) و بالمستقيمين اللذين‎ ٠ 


2-1و 2ديعر. 
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EEE: 


نهدف إلى تعيين حصر للعدد الحقيقي نيأ 


1l+x 


1 


1 الذي لا نعرف حساب قيمته المضبوطة لأنه على مستوانا ل 2 
نعرف تعيين دالة أصلية للدالة a‏ 
+1 
نعتبر الدالة م المعرفة على 1# كما يلي: زعام 
x‏ 
1. نعتبر الدالتين :/ و ر المعرفتين على 1# كما يلي: 


1 2 
[+--(7)2. بد + 


ه. أدرس على 12 إشارة الفرق: () ,/ر- («)مم. 
استنتج أنه من أجل كل × من [0:1]: ( :)0 >( ×),/ 

ا. أدرس على 8 إشارة الفرق: ( :<) ي/ر- ( :)© 
استنتج أنه من أجل كل × من [0:1]: ( ×),/>( :)م 


1 
© استنتج حصرا للتكامل ب 0 
دجا 


2. نعتبر الدالتين ,م و رج المعرفتين على 1# كما يلي: 


.ص)x(-ع,)×‎ ( الفرق:‎  .d 


استنتج أنه من أجل كل × من [۰]0;1 ( :)0 > ( »)ع 


©. تحقق انه من أجل كل × من » -1- 


استنتج أنه من أجل كل د من ١]0:1[‏ ( «) ,ع > ( )© 


۴ استنتج حص را للتكمل به | . 
“جام 


3. استنتج هن السؤالين 1 و2 أحسن حصر للتكامل +4 1 1 


:minimum 
:maxi mum 
١ ntersect 


:اد الحقيقية ۾ » 8 و © بحيث من أجل كل 
حل e‏ 


1. عين الأعداد الحقيقية 4 » ا و © بحيث من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم 


: ك+وجعه - (د) ر 
E‏ / *يمكن كتابة (6:)/. بعد توحيد 
المقامات على الشكل : 
+bxî +e‏ 3 
000051-70 ل رد 
2. صاب المساحة (4) 5: نساوي هذه العبارة مع العبارة 
E 1 3‏ 
عه[ محمد )| 70| =5 تك كنت 
E‏ 


٠‏ لحساب المساحة نطبق خواص 
التكامل. 1 


fr ae=F()-F(«) . 


حيث ۴ دالة أصلية للدالة ر 


ا 2 


E 2‏ امار مركم برك لزت 
+4x +7‏ ()1- 
e Ee‏ 


(«+ 

ج- ادرس إشارة (:)"/ر و شكل جدول تغيرات / 

3. بين أن المعادلة 0 =(×) / تقبل حلا واحدا © حيث 2- > © > 2,5- 

4. بين أن المستقيم 7 الذي معادلته «- > هر مقارب للمنحني (©) عند هه و عند دمب . 
5. أرسم 2 و المنحني (©) الممثل للدالة /رفي معلم متعامد (آر,0:7 ) ؛الوحدة: لات تصن 
على محور التراتيب. 

6]- لست بدحدة سامت , فمسلحة زجع ف تو ري ا 
معادلتاهما2- =× و @ = ×. 

ب- تحقق من النقطتين (3:2-) 4 و (2-;2-) 8 تنتميان إلى المتحني (©) . 

ج- احسب ب« المساحة $ لحيز المستوي المحدد بالمنحني (©) و القطعة [48]. 


5 
(= 


إرشادات 


تعيين © وم يستوجب توحيد المقامات › ثم تطبيق تساوي كثيرات الحدود أو إجراء عملية القسمة الاقليدية. 
طبق العمليات على النهايات. 

ب طبق العمليات على المشتقات و لاحظ أن [*+مه+ 2ه)(ط-ه)- *ط- ثم 

ج لاحظ أن إشارة (:د)'/ تعلق بإشارة البسط و المقام معا 

3 استعمل مبرهنة القيم المتوسطة. 

im ]/ [(ت)- (م)‎ s i [/()- (2) لحب‎ 4 

5 الدقة ضرورية في رسم المتحني ( لاحظ أن المنحني (6) أسفل المستقيم 12 ). 

6 أ حساب المساحة يتطلب معرفة الوضعية النسبية للمنحني (©) و المستقيم 0 - 

ج أولا جد معادلة المستقيم (18)؛ ثم لاحظ أن حدود المكاملة هما قاصلتي 44 و #8 على 3 

تنكر دائما أن وحدة المساحة تساو ي |7 ||| . . 


نعتبر الدالة “رالمعرقة على 8 ب 70-3 
و لیکن (,©) تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس 
(7.2:م)حيث ”1= || » «ه || 

٠‏ أحسب ب 2 المساحة 4 للحيز 

الملون في الشكل المقابل 
«عين دالة أصلية ۴ للدالة / على 
ثم لصب (0) ۴-(۴)2۔ 
انعتبر الدالة / المعرفة على 1# بب 1 E‏ 
0 ا ابی في معام مد رمتس 
( 7 حت ”1= |[ د «ه || 

٠ه‏ أحسب بب 772 المساحة 4 للحيز 

الملون في الشكل المقابل ْ 


«عين دالة أصلية / للدالة / على 1# 
ثم أحسب (1-) F۴ )2(- F۴‏ 


ل نعتبر الدالة / المعرفة على ۴ بب ×-2=(×)/. 


و ليكن [,©) تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس 
(2.:هاحث ”1= || ء ”1= 7| 
٠‏ أحسب بب« المساحة 4 للحيز 1 
الملون في الشكل المقابل 
»عين دالة أصلية / للدالة ر على 1# 

أحسب (1-)۴-(1) ۶ | 
أحسب التكاملات الثالية: ‏ 28 2 


a +3) (1 


fea (2 
(= )a (4 


ar (3‏ 14 
أحسب التكاملات الثالية: 
DL 5 |‏ 


) +4 ل 


ققد 


(3n +2) 2 


+2x +2) (4‏ نل 


أحسب التكاملات التالية: 


fae rau 


ja 6‏ 4( ام 


ل نعتبر الدالة/المعرفة على 8 ب + ار 
د (©) هر تثيلها تي في معلم (9:7.27) في الشكل 


2 1 
a+ u 2 
1 r 

2 


r+ Jak (4 


(o.01 =x (a (3 


1( عله “اسل 


j (x +2)ak (3 
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ع 
| لتكن الدالة ر المعرفة على ]همه:1-[كما يلي: 
سدور و ,© تمثيلهاالبياني فی 
رع 
الشكل المقابل. 
3 
1 لصب عل6(:)/] 
0 
2.ضر بيائيا هذه النتيجة. 
3احسب عه () /] 
احسب ب 712 ؛ مساحة الحيز الملون التالي: 


احسب ب 777 مساحة الحيز الملون التالي: 
E 5‏ 


000 


8 سس قربي )ست پر 


کے 


1. عين المساحة 4 لحيز المستوي المحدد بالمنحتي 
محور الفواصل و المستقيم 2/ الذي معادلئه 1 = × 

2. أ-اكتب معادلة المماس 7 للمنحتي (©) عند المبدأ. 
ب- حدد وضعية (©) بالنسبة إلى 7 . 

ج- احسب المساحة و4 للمثلث المحدد ب *7 ٠.‏ محور 
الفواصل و المستقيم / (مقدرة بوحدة المساحات) 


ب- عين نهاية (2) /عندما يؤول 4 إلى دم+ .فسر 


لم في الشكلين المواليين المنحني (©) معادلته 
3+ 27-= ر و المنحني (1) معادلته © 


8 


1. من اجل كل من المنحنيين (©) و (13) ۰ عين 
ياستعمال جمل متراجحات ٠‏ مجموعة النقط (:::) 14 
لمستوي الحيز الملون بالأزرق. 

2. احسب مساحة هذين الحيزين. 

[ نعتبر الدالة / المعرفة على [2:4] كما 


.]2:4[ -بين أن رمعرفة جيدا على المجال‎ ١ 

2لصب ب (2) /] 

[17] نعتبر الدالة/ المعرفة على [1:1-] كما يلي: 
7 - (:د)/. (©) هو المنحئي البيائي 

الممثل لها في معلم متعامد (الوحدة 2677 على محور 

الفواصل » «/0,56 على محور التراتيب) 

.بين أن معرفة جيدا على 


المجال [1:1-]. 
2.احسب مساحة الحيز تحت 


“رو ع دالتان عدديتان لمتغير حقيقي × حيث: 
[f(x)a=3‏ , 1500[ 


اس 2/4 
0 

“ردالة معرقة على ]+:0[ كما يلي: 

كس - ار 
(©) هو المنحني البياني الممثل لها في معلم . 
1. على شاشة الآلة الحاسبة ة » ارسم (©)و 
| المستقيم 4 الذي معادلته 1+ 3 
| 2.بین أن.4ك شر سل (6) و ادرس وضعيته 
بالنسبة إلى [©) ٠‏ 
3.احسب المساحة (مقدرة بوحدة المساحات)لحيز المستوي 
المحدد ب (©) و 4 و المستقيمين اللذين معادلتاهما: 
21خ و6دع. 
رن حساب إشارة كل من التكاملات التالية: 


r di=3 (1‏ 2( ددن قال 


و کن 
1+ ل 


رجح ضما[ 


كم /ردالة معرفة على ]0:4[ حيث 
من أجل كل ند من [0:4]: + ×> (×) / > ”× 


عين حصرا للتكامل :له (:) 1 


/إدالة معرفة على ]-م+:!] حيث : 


من آجل کل + من |+ :1[ :51 (x)‏ / د 
5 


عين حصرا للتكامل > (۸) /.] 


“ردالة معرفة على [3.3-] کنا يلي 

/ردالة معرفة على 8 كما يلي :| 4- »|= (»)/ 
٠1‏ اكتب (:) /. بدون رمز القيمة المطلقة. 

2. ما هي إشارة (*)/ر على المجال [3:3]. 


2.استنتج حصيرا للمساحة ‏ 


3 لصب عه () ,ل 
التمثيل البياني لتالي هو لدالة /رمعرفة مستمرة 
على [0:3] كما يلي: م 
من أجل [0:1] € )x( = xx‏ بر | 

من أجل [1:3] »1+ ×=(»)/ | 


| j) 7(5) لحب‎ 1 


rae 2 

نعتبر الدالة /المعرفة على [1:3-] كما يلي: 

من أجل [1:1-] عند 2+ )x(=-×‏ / 

من أجل [1:3] xe‏ جل - (ج)/ 

1. مثل الدالة / في معلم متعامد و متجانس 
2 ا و ات -]؟ 


07 


3.احسب چ (× )| ذا کان ذلك سسكاء 
[إجم في الشكل التالي لدينا: 
- المنحتي ,© الممثل لدالة /رمستمرة على 


- القطع المكافئ ۶ الذي معادلته5- ×2 + = ر 


[0:+| 


- المستقيم 4 الذي معادلته 2 + ر 


نعتبر المساحة 4 لمجموعة النقط (ر:×) 11 


بحيث: 
Osys/(x)s 42‏ 
1. باستعمال الشكل بين أن: 


2 1 
3 10 2 5<7 ) (+2 


ر :1[ 

إل[ مؤسسة تصتع أدوات يتم تجميعها وفق مجموعات 

تضم 2000 أداة. يتراوح الإنتاج اليومي للمؤسسة ما بين 

0 و 5000 أداة. نفرض أن الربح بآلاف الدنائيرء 

بدلالة الكمية المنتجة 4 هو: 

2-ووا+ ,3  /)0(-‏ حيث 

1.عين دالة أصلية / للدالة / على المجال [1:8]. 

2.مثل هذه الذالة على شاشة حاسبة بيانية. 

3.أحسب بب 04 الربح المتوسط ,8 المحقق من أجل 

كل مجموعة 2000 أداة. 

نعتبر الدالة / المعرفة على ]+0[ كما يلي: 
د 


:.احسب ن (] 0 


استنتج القيمة المتوسطة للدالة / على E‏ 


واحد : و كل وحدة على محور التراتيب يقابلها 100 طن 


+ النقطة 6 ترتيبها 800 + و / 


1. احسب مساحة كل شبه منحرف (الملون بالأصفر). 


2.استنتج القيمة المتوسطة للتخزين للفترات التالية [0:2] * 


14] %11] ٠ [69] ٠ [6ه]‎ ٠ ]2:4[ 


3 استتتج القيمة المتوسطة للتخزين خلال الفترة[0:14] - 


2> 5 


+1 : 
EOE E‏ 
2.ادرس اتجاه تغير الدالة ۸ . 


1.عين مجموعة تعريف الدالة /, 
2 .عين الدالة الأصلية / للدالة /رو التي تنعدم من 1 
3.استنتج اتجاه تغير الدالة ۸ . 7 : 
نعتبر الدالة /. المعرفة على [0:10] بتمثيلها البياني (©)) 
المبين في الشكل الموالي 


[.عين ۾ و 5 حيث 5+ (ه-<م) 00 
2.احسب القيمة المتوسطة للدالة / على المجال [0;10]. 
3.حدد هذه القيمة في الشكل. 

فيما يلي نص سؤال و الإجابة لتلميذ. 

8 (©) هو المنحني البياني الممثل لدالة /رفي معلم 
متعامد ( لان 

الممثل لدالة/ معرفة على [0:5]حيث : 

من اجل كل [0:2] عمدء *(1-تد) - (>) J‏ 


و من أجل كل [2:5] عندء ۳ دكن 


7: 0) حيث 1« 


احسب المساحة تحت المنحني [©) 


اسك 
حَمَمَ أنمو260 عق [5 ] 
E‏ اذا هن + 
E 7‏ 


اذكر ناصرق للستكقلة 
ع باكمَاقي امساح هي : 


CRE 
ج‎ + 1 


2 اك" 3 
افر ب خسان سساح“ ف م 


2. برر وجود دالة أصلية 7 للدالة على ]د+,0] ثم 
عينها. 
3.عين إشارة (:<)/ر على ]سمه :0] . 


4 نعتبر التكامل / حيث »4 () /| = / 


أ- فسر بيانيا التكامل / . ن 
اب-احسب ]1 . 


ف 


EE OFSEEE 5‏ 5 
الإجمالية للمنتوج ؟ 
2.عين ل ,© للكلفة الهامشية علما أن: 


» © و ١‏ أعداد حقيقية يطلب تعيينها. 
عبارة () ,€ للكلفة الإجمالية من أجل 4 


و جة. 
[]] لتكن الدالة / المعرفة على 1# كما يلي: 

9 1 

(x)= +3 +7‏ / 
1.احسب نهايات الدالة / عند م و عندهم+. 
2.احسب (:)'/رو ادرس إشارتها ثم شكل جدول التغيرات 
للدالة ر . 
3.ارسم في معلم متعامد و متجانس التمثيل البياني (,6) 
للدالة /.الوحدة: 207 على المحورين. 
4.احسب بء مساحة الحيز المحدد بالمنحني ( ,©)و 
محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما : 

0دم و ل=». 


لتكن الدالة / المعرفة على ]د+:0] كما يلي: 


1 .بين أنه يوجد عندان حترقین 2 | ۵ بحيث : 
من أجل لكل ]م +:0] € ندء 


a b‏ ك 
EFI Grrl)‏ = 


[70g 2 
[-4 E EB 
J(3) - عل‎ 
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1 م ری | :4 زينكن اصع 

(J 2 

3.احسب الدالة المشتقة للدالة ۸ المعرفة كما يلي: 
جيل زهج (x)=‏ 

4. استنتج مساحة حيز المستوي المحدد بالمتحني ([/©) 


1 16 
و محوري 5 5 (ګ والموازي لمحور 7 
نكا ۴ چ و۸ ثلاث دوال معرا على [0:1] 1 1 
ل رار 1 )ع معد -()8 1. عبر عن (+)"/ بدلالة | 
1 عدمن [0:1]: .b ga‏ 
(x) s(x)‏ / كماع 2.عين معامل توجيه المستقيم . | 
ج- عين © و ۵ . 4 
2 الدالة المعرفة على سه !| كنآ 5 
احسب التكاملات التالية: SE‏ 
-2x+1 2‏ قرع 
jl -x|a © lr‏ 1 0 
3 1 


j +|x+ila (4 


6 راجا 
55 ذالة معرفة على [1: :0] كما يلي 


١‏ 0 لتمثل البياني لدالة /رفي معطم متعامد 


=lem s 1 5 


3. قارن بين بدء “بداو “د على المجال [0:1]- 


اتج حصرا للتكامل + . 


[] /, دالة معرفة على 


16(a +»)‏ 
(=a‏ 
و (©) المنحني البياني الممثل لها في معلم متعامد ‏ 


و متجانسو (/ المماس للمنحني (©) عند النقطة 


أ- بين أن الدالة ج أصلية للدالة / على | 
ب- احسب مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني (6) 
و محور الفواصل و المستقيمين اللذين معادلتاهما : 


اعدو 2=×. 
“رو چ دالتان معرفتان على ]-م+:1] كما يلي: 
اختبدو, و له :2 


x 
و (,©) هما التمثيلان البيانيان للدالتين /رو © في‎ )©,( 
1672 معلم متعامد و متجانس الوحدة على المحورين‎ 
1.أ- تحقق من أن المستقيم ۸ الذي معادلته ×= لر‎ 
. و(,©) عندصه‎ )٤, مقارب ل(‎ 

ب- عين وضعية (,©) بالنسبة إلى ۸ ثم وضعية [,6) 
بالنسبة إلى 4 ٠‏ 

ج-ادرس تغيرات كل من "رو ۽ على ]0+ ز!]- 
د- شكل جدولي تغيرات كل من رو ۰8 
(GE Aaa‏ 


0 ع)ا ده 


ين 4 من جهة أخرى على 


|49 ا ا 
f (x)= +1‏ 
بحصر الدالة أربدالتين تآلفيتين » عين حصرا للتكامل 
0 الاين یی فرق بيتهنا هبرو 
5 اردالة معرفة على ]1 رم[ كما يلي: 
بلسمه دمر 
2(x-1)‏ 
و يكن[ )٤,‏ التمثيل البياني للدالة /رقي معلم متعامد 
(0:53) حيت «2 -|7| و =| 7| 
1. الدالة /رتقبل قيمة حدية كبرى عند النقطة 0 مبدأ المعلم 
«عبر عن (×)'/ بدلالة © و6 . 
٠‏ جد علاقة بين © و 8 بحيث ([/©) يشمل النقطة0 . 
« عين © و 8. 


2- احسب () / زاء فسر النتيجة بيانيا. 


ب- احسب [)ر ا . 


- احسب (×)'/ و ادرس إشارتها على ]1:-م[. 

د شكل جدول تغيرات /ر. 

.5( ) /ر على ]1 
المتحني (,©) يقبل المستقيم 4 الذي 


1 
+= ر کمقا 


اه - استنتج | 


3“ بين أن المنحني 


معادلته 


عتد مما . 


ب” ادرس وضعية المنحني ( ,© ) النسبة للمستقيم 4 . 

4.جد دالة أصلية ۳ للدالة / على المجال ]!:هم[ . 

5.احسب مساحة الحيز لمجموعة النقط( :)۸1 حيث: 
2x 5-1‏ 


f()SyS0 
1 1 

2) 

ب استنتج مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني (/©) 
و المستقيم 4 و المستقيمين اللذين معاداتاهما: 


3-=دو 2-=». 


ا 


6 أ- احسب ب 
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2.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي × 
(اجع) x +1=)x-1(‏ تقر 

3.عين إحداثيات نقط تقاطع المنحنيين (©) و (۳). 

4. احسب مساحة الحيز من المستوي المحدد 

بالمنضيين (©) و (1). 

في الشكل الموالي رسمنا المستقيم 0 و 

المنحني (©) الممثل للدالة / المعرفة على ]+ :ا[ب: 


J (x)=-x+2- 


4 
ED 


1. عين معادلة المستقيم / على الشكل (×) ع = لر 

٠‏ بين أن (/ مقارب للمنحني (©) عند ممد 

2. عين المساحة ۸ لمجموعة النقط (:[:) 14 من المستوي 
SSS 5‏ 

00 O 

3. لیکن د :2[ 


| 


أ- عبر بدلالة عن التكامل بل 7 En‏ 


ب“ فسر هندسيا هذا التكامل. 
ج-عين نهاية ,1 عندما يؤول © إلى + 
9 نير دة اعرف لی [0:6] كناب 3 

)6+ =( 
ات ارس مدن a‏ 


1 7 
» بين ن 1كعه() /] >0 
2 و تس امنتوجا ر تی کن أسبوع ند آلاف وحدة 

حيث 6> »>0 


لیکن ۾ و / عددان من المجال [0:6] حيث طا > ۾ 


5 
جه (×) /] إن هو احتمال بيع ما بين ۾ وم آلاف وحدة 
٠ن‏ أجل أسبوع مختار عشوائيا. 

عين احتمال بيع : 

أ- أقل من 2000 وحدة 

ب- ما بين 2000 و 4000 وحدة. 

أكثر من 4000 وحدة. 


التمثيل البياني ("1) لدالة /رمعرفة و قابلة للاشتقاق 
على [0:6] . 


و 7 هو المماس ل (1) عند © . 
.ا عين بقراءة بيانية القيمة الحدية الصغر و القيمة 
الحدية الكبرى للدالة ر على [0:6]. 


ب” عين بقراءة بيانية صورة المجال [0:2] بالدالة /ر. 


ج- أعط مجموعة حلول المتراجحة < f(x)‏ 
0000 7 
-١‏ عين (2)'/ 

اب- استنتج معادلة 7 و معادلة (48) . 

ج-بين بالاستعانة بالتمثيل البياني أنه من أجل كل 


| 


5 


“+2 /)(> 


جه ?=( 
المنحني ( ,)ا لمرسوم في الشكل 
المقابل هو للدالة ر في معلم 
متعامد ومتجانس مبدؤه © . 
الجزء المضلل هو الحيز من 
المستوي المحدد بالمنحني [/©): | 
محور الفواصل؛ محور التراتيب | 
و المستقيم الذي معادلته 
1. احسب » بوحدة المساخات 
(.) »المساحة 5 للجزء المضلل. 4 ¢ 5 4 125 4 
2. نعتبر نقطة ۸۷ من المنحني [,©) فاصلتها :د حيث 
[0:6] > .الموازي لمحور التراتيب و الذي يمر بالنقطة 
7 يقطع محور الفواصل في النقطة 7/ . لمحور الفواصل 
و الذي يمر بالنقطة 11 يقطع محور التراتيب في النقطة 7 
نسمي (×) ۸ المساحة؛ بوحدة المساحات (1.4) هللمستطيل 
OHMK‏ . 
* بين انه من أجل كل عدد حقيقي × من[0;6] لديناة 

R(x) =0,75 2د3-‎ +6x 
]0:6[ 3.نريد البحث عن جميع قيم × الممكئة من المجال‎ 
٠ $ بحيث تكون المساحة () ۸ مساوية للمساحة‎ 
14 )( > 0 أ- بين أن هذا البحث يؤدي إلى حل المعادلة‎ 
حيث ج هي الدالة المعرفة على [0:6] يل:‎ 

6x36‏ + تبرة- 0,35 > (داع 
ب- استنتج تغيرات الدالة بع على [0:6] ؛ وشكل جدول 


واحدا © . 


لين 7 رفة و مستمزة على جال ازل 
الأعداد الحقيقية م » ط و © : 


(a+ fr (ak (‏ رإدعه ارا 
jrcae=fr a-j) 2‏ 


(sae (as 6‏ عار 


١‏ م rea‏ -4 ار[ ار 

َي كن "ردقه زوجية ‏ مستمرة و موجية على [2:2 ع 
(x)= 2/9 x) (2 jie )a=0 (1‏ 1 
joa‏ مار[ fr») (a= (att‏ 


|58 لتكن 14 القيمة المتوسطة للدالة ر على مجال [4:8] 
A0‏ ك dı 2 M=‏ 


b- 2 


0 8 
ر دالة معرفة على (12-1-1:1 ب: 


f()= 3 


0 
1) الدالة /رتقيل دوالا أصلية على [0:2]. 
© »م/م =1 موجود و دالة أصلية للدالة / على 
[2:3] هي الدالة ۴ حيث - | 


45 
6ک 
2 1 


ا 


F(x) =x 


20 
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5 كردالة معرفة و تقبل دوالا 
j/004)= E (1‏ / 


[a= 1 (Dak © 


0( اڪن 9| عدد حقيقي موجب فإن ادلام 


موجبة على المجال [1:] 1[ 
4) إذا كانت /ردالة فردية فإن 0-:4(:)/ ] حيث 
aeR‏ 4 


۴ دالة أصلية للدالة ر على [0:»] 
d= 2x? (2 f/(Dar=F(a)-F() (1‏ 0 
22-3 جار 1 9 


9 دك جم[ 


1 


(3 
1 (x +x-2) d20 (4 
3 
1 0 
0ك‎ x? de >0 (1 
em 


2) التكامل > جه دمل يمثل مساحة 


3) | هو مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني 1 
0 

الذي معادلته × = بر و محور الفواصل و المستقيمين 

اللذين معادلتاهما 0-+ و 2-2 


7 
(3 +x-1) <0 (4 


|4 ر دالة معرفة و مستمرة على 8 و (©) هو 
تيلها اياي في الشكل التالي 


a= 0 (1 


| A=e (2 
jI a=s 6 


الكفاءات المستهدفة 
تعريف الدالة اللوغاريتم التيبيري EEE‏ 
# معرفة خواص الدالة اللوغاريتم النيبيري . 


a 


ê 


دوال لوغاريتم 


© حساب نهايات تتضمن لوغاريتم نيبيري. 


© دراسة دوال من الشكل /1501. 


البارزين في القرن العاشر للهجرة (أي السادس عشر للميلاد) و ف 


لمتواليات هي الأساس الذي بني عليه هذا الفرع من 


ة كلاما جعله واضعا لأصول اللوغاريتمات. 


ة المكرمة مدة من الزمن 


كان تحفة فريدة في بحث المسائل الحسابية التي يستعملهاً 


و الحجوم» وكتب كتابه هذا 


ئل التي تدور حول 


باللغة التركية» وألفه بمكة المكرمة؛ في مقدمة: وأريعة فصول و خاتمة. 
* ابن يونس(950 م - 1009 م): أما ابن يونس المصري فقد ابتكر القانون المعروف في 
حساب المظلثات ((-ه) دده + ( + م) ومن) ل = ( () ومن »:0) 5ن الذي يقضي بتحویل 
الضرب إلى عملية جمع. اضعا أول حجر قي تطوير علم اللوغاريتمات. 

* جون تابير(1550 م - 1617 م): قام الرياضياتي الاسكتلندي جون نابير بنشر كتايه 
«وصف قاعدة اللوغاريتمات العجيبة» عام 1614 فافتتح به عهد اللوغاريتمات الحديثة. 


أن بذلك 


الدوال التالية: رز ٠‏ رل ووه 
A‏ لماذا لاتسمح النتيجة المستعملة في السؤال الأول من تعيين دالة أصلية للدلة ل جر I‏ 
3. نعم أن الدائة ل جا ×: رل مستمرة على المجال ]0:4[ فهي تقل إذن دوالا أصلية على هذا المجال و ت 
بصفة خاصة دالة أصلية وحيدة تأخذ القيمة 0 من أجل القيمة1 للمتغير. 
تعريف: تسمى الدالة الأصلية للدالة ل جا :د و التي تتعدم عند 1» دالة اللوغاريتم النيبيري و نرمز لها 

ه عبر من أجل كل × من ]>+:0[ عن ( )10 باستعمال التكامل. 

-18)1( عين قيمة‎ ٠ 

» من أجل كل × من ]م +:0[؛ عين عبارة الدالة المشتقة للدالة: ( »)ما جم ×. 

.[0:+ استنتج اتجاه تغير الدالة ( )10 جا د على المجال ]مه‎ ٠ 


ليك (2) التمثيل البياني تلدالة أ جم × 
7 


على المجال ]ده +:0[ في معلم متعامد 
و متجائس ( ل, /: 0). 
و حدة المساحة هي مساحة المربع .0/۸ 
حيث (1:1) ۸. 
لسمي ( 2)4 مساحة الحيز المستوي المحدد 
بالمنحلي ("©) و المستقيمين اللذين معادلتاهما 
1= و يدي 
٠1‏ عبر عن (۲) بدلالة (10)4. نميز الحالتين: <١‏ و 1> />0. 
2. تحفق أن 0,7 > (۱۸)2 
3. عين بيانيا قيمة مقرية لكل من (3) 10 و (18)4. 
4 خمن قيمة العدد الحقيقي ۸ الذي يحفق (18)2 » (4)ماء 
5. بین بیانیا لماذا 4)2 


6. باستعمال اللمسة الق لحاسبة تحتق من صحة النتائج المحصل عليها في الأسئلة السابقة. 


1 اد‎ ١ 


< ا.تعتبر العددين © 5٠‏ حيث 138,3-ه و 847,8 
ه باستعمال حاسبة أحسب الجداء (كاه ثم (66<ه) ها 
ه باستعمال حاسبة أصب (ه)هاء (6)ه1 ثم المجموع (6) ما+ (ه) و1 
٠‏ قارن بين العندين (۸)4×6ا و (6)صا+(6)ها. 
2.باستعمال مجدول و علما أن رمز دالة اللوغاريتم النيبيري هو * 1۸ * 
٠‏ أنجز و اتمم و رقة الحساب الموالية: 


5 
HEE‏ كه ESER‏ عه 4 
ج 
7 
3 
9 
EET -‏ 
٠‏ ضع تخميتا 
٠‏ جرب صحة تخمينك من أجل قيم مختلفة للعددين © و 8. 


ال حاسبة بيانية مثلنا في الشكل المقابل 
التمثيل البياني للدالة ( »)ما جم بد: 10 

© ماذا يمكن القول عن ( *) "| لما يقترب × من0 ؟ 
٠ه‏ أعد رسم المنحني السابق باختيار النافذة التالية: 


5.ا> >0 و 1> ر»هكف 


ثم قارن مع جوايك السايق. 


» بيأخد ثوافذ أخرى خمن نهاية الدالة 10 عند 0 


اد 100000 : 00 | 1000 


٠‏ خمن نهاية الدالة |١‏ عند «م+. 
3. ما هو في رأيك اتجاه تغير الدالة م[ ؟ 
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7 
الدالة لل جم / مستمرة على المجال ]م +0[ فهي تقبل إذن دوالا أصلية على هذا المجال و قبل بصفة 
1 


أصلية وحيدة تأخذ القيمة 0 من أجل القيمة 1 للمتغير. 
تعريف: نسمي الدالة اللوغاريتم النيبيري و ترمز إليها بالرمز * 1 " الدالة الأصلية على المجال 


]+0[ للدالة او التي تنعدم عند 1. 
ترميؤ: ثرمز إلى اللوغاريتم النيبيري لعدد × من ]-+:0[ ب [( )ها و أحيانا :دما 
لدينا هكذا: من أجل كل :د من ]+0[ (r )= jLa‏ 
1 


مثال: باستعمال حاسبة نتحصل مثلا على: 1,09861 = 153 


2.نتائج 


» من التعريف لدينا: 0= (1) 1١‏ 


1 1 1 
٠‏ الدالة اللوغاريتم النيبيري قابلة للاشتقاق على ]-- +:0[و لدينا من أجل كل » من ]مه +:0[: (In) E‏ 

[0+] من أجل كل × من ]+ :9[. 0< و مته الدالة * 10 * متزايدة تماما على المجال‎ ٠ 
x» | o 1 0 


n(x) 


Ins ن‎ 


خواص: من أجل كل عددين حقيقيين ۾ و ۵ من ]مه +:0[: 


تستقتح الخواس التالية: 


1) 4= مها يعني 


n>۵ )2‏ يمني 


3.إشارة ( تد) ما 
من آجل كل د من ]+:([ لدينا: ‏ +20 رهطا يعني 1= «ء 
»0< دنا يعتي 1<×. 


يعني 


Inx <O* 
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1. تكون الدالة / معرفة من أجل الأعداد الحقيقية × حيث 0 < 3- + أي 3< بد. 
مجموعة تعريق الدالة / هي إذن ]= +,3[= (1. 


2 
2. تكون الدالة بم معرفة من أجل الأعداد الحقيقية د حيت 0< کے 


x -1#0 1‏ 
و هذا يعني 1(<0- »)(2+ +) أي 2-> + أو 1< بر 
مجموعة تعريف الدالة بم هي إذن ]م +:1[لا]2-به[ - . 
تمرين محلول2: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 

1)=In(x +5) (1)‏ )ما و )2( )5+ In(x?-1)<In(s‏ 
طريقة: لحل المعادلة [( ::) «] ١ا‏ - | ( :«) ١| ١‏ ( على التوالي المتراجحة |( :*) '٠]ه1‏ >[ [) /19]0) + 
٠‏ نعين (/ مجموعة تعريف المعادلة ( على التوالي المتراجحة ). 
٠‏ نحل في (/ المعادلة ( *)  )* (-٠'‏ ( على التوالي المتراجحة 
الحل: 

1. تكون المعادلة (1) معرفة من أجل كل عدد حقيقي :د حيث 1<0-*× و 5<0+ × 

1<0-*ن تعني ]-+:ا[لا]!-:م[ © د و 5<0+ × تعتي 5-< × و منه ]+1[ ل]5-1-[= 0 . 
من أجل كل × من 12ء (1) تعني 5+ +« 1- »× أي 6=0- بوي 


) > رما 


حلا المعادلة6=0- ×+- x”‏ هما (2-) و 3 و كلاهما عنصر من (/ . مجموعة الحلول هي إذن [2:3-] 03/2 


2 مجموعة تعريف المتراجحة (2) هي نفسها ]+:ا[لا]1-; 


من أجل كل × من (1ء (2) تعني 5+ »+>1-”× أي 6>0- 3 

تعني ]2:3-[ > :.حلول المتراجحة (2) هي إذن 

الأعداد الحقيقية من المجال ]2:3-[ و التي تتتمي إلى (/ - مجموعة الحلول هي إذن ]1:3[ ]1-;2-[= 5. 

تمرين محلول3: عبن حسب قيم × إشارة (3- :د) 10 

الحل: 
1n) -3(50 »*‏ يمني >1١‏ 


بما أن جذري 6- ×7× هما (2 


- »>0 إي 54 .>3 


1)١ -3(<0 *‏ يمني 3<1- + إي 4< ×. و منه إشارة(3- )1:1 هي ملخصة 


جمد 4 3 x‏ 
+ 0 - (3- عاط | 5 


ملاحظة: كان بالإمكان تعيين مجموعة التعريف ثم الاكتفاء يحل إحدى المتراجحتين. 
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بل كل حتدين حتيقين 5:96 .In(ah)=Ina+ Inê OSS‏ 
البرهان: + عدد حقيقي موجب تماما. نعتبر الدالة / المعرقة على ]+:0[ ب ( ») 1( )۸| 
_ من أجل كل × من ]م +;0[ء 0 J (s)=axd-L‏ و مته / دالة ثابتة على ]مد.+:0[. 
لدينا ()ه1 - (1) 1 -(4) ۱١‏ =(۱) / . إذن من أجل كل × من | +:۰[0 (0)ها - ( *) / و بالتالي: 
(ه)ماء [ >)ما-[ )ہا و هكذا من أجل كل × من ]+;۰[0 ( :د)ما+(0)ا >( )ہا. نأخذ ۵= ى, 
ملاحظة: يتم تعميم هذه النتيجة إلى عدة أعداد حقيقية موجبة تماما و هكذا يكون لديذا 
من أجل كل أعداد حقيقية ه٠‏ ر»»...» ين من ]+:0[» ,م هلف..+ مهاج عاد ) ,4 [n (a.‏ . 
2.نتائج ١‏ 


انتيجة1: من أجل كل عددين حقيقيين ۾ و ۵ من ]+0[ 


13 
مما | امل و 0000 
a‏ 4 
البرهان: 
1 1 اف 1 ١‏ 
* من أجل ۾ من ]ه+;0[ 1= × و منه 0= × )ہا أي 2 In(a)+In‏ و منهمما- د | = .In|‏ 
a‏ ما a‏ 
1١ 1 ۹‏ 
من آجل ۾ و ۵ من ]م +0[ فما- مما-| 7 سرد ۲ 


[__-n(a')=nina 


2: من أجل كل ۾ من ]0 +:0[ و من أجل كل 77 من 7 


البرهان: + عدد حقيقي من ]+0[ و عدد صحيح نسبي. نميز الحالات التالية: 
1.الحالة الأولى: 0 < . نستعمل البرهان بالتراجع. و من أجل ذلك نسمي () 7 الخاصية 186« - ["918)6 
» من أجل0 - + لدينا: 0-0104 - (1) 10 =(") | و بالتالي (0) / صحيحة. 
٠‏ فرضية التراجع: نفرض صحة (7) / من أجل « حيث 0< « أي هما =( "4)هاء 
الرتبة 0: تبرهن صحة (1+ م) / أي هما زا + «) - [“”4)ما . ليا 
مما زا س)» عماج n na‏ = مما ( *4ن) ما = xa)‏ *ى) م =( n)"‏ و منه (1+ «) 7 صحیحة. 
الخلاصة: من أجل كل عدد طبيمي «ر. ۸10١‏ - (”0) 10 


2 الحالة الثنية: 0> ر مما مك ۸ا( ت) 1 
| تكيجةق: من أجل كل عدد حقيقي ۾ من ]-+:9[» مما =( )ا 
الياها: من ليل من ]د + يو[ )¥( م2 -| Ina =| (a)‏ و مته 04 


© وراثية الخاصية ابتداء 


(6)مادع 


1.تكون المعادلة (1) معرفة من أجل كل عدد حقيقي د حيث 2<0 + × و 3<0+ × م هذا يعني 2 
و 3-< × و منه مجموعة تعريفها هي ]م +:2-[- 12ء 

من أجل كل × من 10 (1) تعني 186 > (3+ »)(2+ »)۸| و هذا يعني 3(=6+ )(2+ *) آي 0= :ر5+ 2 بر 
للمعادلة 0= ×5+ 2+ حلان هما (5-) و 0. نلاحظ أن 0 عنصر من (/ بينما (5-) لا ينتمي إلى (/. 

مجموعة الحلول هي إذن [10 
2.مجموعة تعريف المتراجحة (2) هي نفسها ]م +,2-[ - (/. 

من أجل كل × من (/.(2) تعني 16> (3+ ×)(2+ »)ها و هذا يعني 6> (3+ ×)(2+ :) أي 0> +5 +27 
0 »5+ :د يعني 0 > ×> 5- و منه مجموعة الحلول هي [2:0-[ - (/(5:0[0-] - 8 


0 


اتمرين محلول2: بلغ عدد سكان بلد 10 ملايين نسمة يوم 2007/01/01 

1. في أي سنة يصبح عدد السكان ضعف ما كان عليه إذا علمت أن عدد السكان يرتفع سنويا بنسبة 5%؟ 
2. في أي سنة يصبح عدد السكان نصف ما كان عليه إذا علمت أن عدد السكان ينقص سنويا بنسبة 5%؟ 
الحل: 9-5 31 , 


1. في 01 جائفي من السثة + 2007 يكون عدد سكان البلد هو كب )»ا أي "(10)1,05. 


النعين أصغر عدد طبيعي 7 يحقق “2210 < "(1.05) “10 أي 2< "(1,05). 

2 "(1.05) يعني (2) 1۸< "(1.05) 10 لأن الدالة * |١‏ * متزايدة تماما على المجال ]ده +:0[. 
(2)ها 
1n(1.05‏ 


لدينا 14,20 0 اة اشر عند ليس ور ي 0 .ل 


تحصل على (10)2< (710)1,05 أي < م لآن 0< (1,05) ها يما أن 1,05<1- 


يتضاعف إذن عدد سكان هذا البلد يعد 15 سنة أي سئة 2022. 
2. في 01 جالفي من السنة +2007 يكون عدد سكان البلد هو ( 1)۱ رو 
لنعين أصغر عدد طبيعي / يحقق “10 ×0,5 > "(0,95) 104 أي 0,5> "(0,95) آي (0.5) 


2 
لآن 0> (0,95) 10 . آي 13,51 < + . أصغر عدد طبيمي ‏ يجقق 


1a3 ا‎ 


انجد 


اي 10 * عند + هي +٥‏ و نهايتها عند 0 هي مم . 
أ )1( 4= Jim nx‏ و )2( د عمليونا 
البرهان: 

. )1( تقبل دون برهان الخاصية‎ ٠ 

۰ من أجل © من ]+ :0[ء نضع = لل و مته عمد[ )مد اء یناد + = كل زا 

و من الخاصية (1) لدينا: مم =( ہا-) ال و هكذا فإن =( Jim (In‏ = دماوولاء 

2. جدول التغيرات 


٠‏ دالة اللوغاريتم النيبيري قابلة 


اق على +٠]‏ :0[و لدينا من أجل كل × من ]ف +:0[. د ر») (n)‏ 


من أجل كل + من ]+ +:0[. 0 < و منه الدالة * 10 ” متزايدة تماما على المجال ]م +,10. 
5 


3. التمثيل البياني 
اليكن ( ")) التمثيل البيائي لدالة اللوغريتم اليد 
في معلم متعامد و متجائس ( 1:7 0) . 
٠‏ المنحني ( €) الممثل للدالة اللوغاريتم النيبيري 
يقبل محور التراتيب گمستقیم مقارب. 
٠‏ لدينا 1(=1) ا و 101١-0‏ . إذن ية 
عند النقطة ذات الفاصلة | مماسا 1- 

1. العدد ع - 
الدالة 1١٠‏ * مستمرة و متزايدة تماما على المجال | +:0[ و تأخذ قيمها في 1# ٠‏ حسب مبرهنة 
المعادلة 1= 1036 تقيل حلا وحيدا في المجال ]:+:10. نرمز إلى هذا الحل بالزمق * ٠٠‏ 


0 


المنحني () 
بل(هاء 


بما أن 0< + فإن إشارة ( ×)' / من نفس إشارة +- ». و هكذا: 
0<[»)*"رمن أجل »> >0 و 0>(*)”/ من أجل »< بد. 
)١(=0‏ / هي القيمة الحدية العظمى للدالة / على ]+0[ . | 


3. من أجل كل × من ]+ +:0[ 0۰> (:) / أي من أجل كل × من ]م +0[ » جل > (+) ۸| . 
e‏ 


نستنتج إذن أن المنحني ( )) يقع تحت المماس (4) على المجال ]مه +:0[. 
قمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على ]+ +: +[ لا ]0:6[ ب خلا زمر 


1. أدرس نهايات الدالة / عند أطراف مجموعة تعريفها. 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة /. 


na (+1 
)ما‎ 1 
Inx 


له 
جلا =( +( رجت لان صمح مما يوئر و 0= ا 


1 1 = 
Im = 0s لك مد عماوينا‎ im (x)= lim 


Inx 
nx 


2= ) خماخا)سنا ٠‏ 0=( 1-1 )ا و بما أن 0< × =۱ من أجل »> × و 0> ۱-۱۸۸ من أجل 6< 3 


فلن +=( ») / lin‏ و م=(x) f‏ صلا . 


2. الدالة / قابلة للاشتقاق على المجالين [٠ + ++]. [0:٠]‏ و لدينا من أجل كل × من ]م + 2لا ]:0[ 


5 کل عط مصعم ]رعس 559 
اتوم anx)‏ "ماد 0ن 


بما أن 0 < * فن الدالة / متزايدة تماما على المجالين [0:٠]‏ و ]+ع[ . 


C BASSE CE 0 


ا 
دراسة دالة ا٠1‏ 
1. النهايات 
الدراسة نهاية دالة |١٠١‏ نستعمل المبرهنة الخاصة بنهاية دالة مركبة. 
مثال: نعتبر الدالة / المعرفة على | +;2[ ب (2- )ما (*) .f‏ 
٠‏ لدينا 0-(2- lim(x‏ و بما أن م = imn‏ فإن م - (2- (x‏ ميوت أي - (ه) i‏ 


im الدينا + - (2- ×) زا و بما أن 4 = ادها ال فإن صمب = (2- )ما بول أي د رع)‎ e 
اتجاه التغيرات‎ .2 

خاصية: إذا كانت ١‏ دالة معرفة و موجبة تماما على مجال 1 فإن للدالتين ‏ و 10:4 نفس 

اتجاه التغيرات على المجال 1. 


البرهان: 
تعلم أن الدالة * "1 * متزايدة تماما على المجال | +;0[ . إذن حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة يكون 
اللدالتين ١‏ و ١٠٠١ا‏ نفس اتجاه التغيرات على المجال /. 


هثال: تعتبر الدالة / المعرفة على ]م +:![ ب | أمادزم) 7 


نلاحظ أن //*10- أل حيث ؛ هي الدالة المعرقة على ]-+:1[ ب 


جما ان الدالة » متناقصة تماما على المجال |+:1[ قإن الدالة / متناقصة تماما على المجال ]+:1[ . 
3. المشتقة و دوال أصلية 


خاصية: إذا كانت دالة قابلة للاشتقاق و موجية تماما على مجال / فإن: 


1 0n) (r) = قايلة للاشتقاق على / و لدينا من أجل كل × من 1 .ك‎ 1۸٠١١ الدالة‎ ٠ 


E 
1 NE) الدالة | ( ند) إن جم × دالة أصلية للدالة‎ ٠ 


u(x) 


البرهان: 
© يكفي تطبيق المبرهنة المتعلقة بمشتقة دالة مركبة. 
٠‏ يكفي حساب مشتقة الدالة (8)»إماجرى. 
مثال: 
ج مشتقة الدالة / المعرفة على + يب (1+ )١1د(‏ )رهي ا er eT‏ 


٠‏ الدالة 7 حيث (1+ 226) 1=( :)"7 هي دالة ميمه رمد كت 


دلج عاونا و بما أن ۸2ا= اون فين 2ها-(1+ limin?‏ 


و لدينا من جهة ثانية: 0- (1-* »)هنا و بما أن م = ا م فإن مدل )و 
نستنتج مما سبق أن صمه =[(1- :) 15 - (1+ tim [n (x?‏ أي صددز») lim‏ 
٠‏ + - [1+*:) صا و +=(1- »)ال . لدينا إن حالة عدم التعيين. 
لل كن دمن ]لها[ الك -(*) /. بما آن 1 2 )جر د عماان jiqlnx =o‏ 


شت لن =( n)‏ هنا أي 0د زع) lim‏ . 

i تسيل‎ Ez 
f x)=» +312» المعرقة على +| بب راد‎ ٠ ارين معلول2: تعتبر افدالة‎ 
| ٠ ./ ')× أحسب(‎ .1 
. عين معادلة لب (4) مماس المنحني ( ©) الممثل للدالة / عند النقطة التي فاصلتها!‎ .2 


2 لاينا: 1>-(1) / و 7-(1)” ١“‏ لاینا (1) ر+(1- <)(1)” /- «:(4) و منه 6- ع7- ر:(4). 


| ج = 
| تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرفة على ]+1[ ب =( ر 
1 تحقق أنه من أجل كل ہد من ]+ ا[ لش 
+ 


2. عين دالة أصلية للدالة / على ]م +:![. 
الحل: 
1 من لجل کل × من ]جا[ رہ م 1= کک ے (1-)3+(41 )3_2 2 
x+1 (x =1)(x +1) 2-1‏ 2-1 
2. يوضع اده )و اجعد (ع)ن يكون 1=( »)و ادزع)”ا 


i)‏ لسك 
و بالثالي يكون لدينا: TE TE‏ 2=() 7 


و بما أن من أجل كل + من ]+1[ 0 < ( :) » و 0<( +) ٠‏ فإن دالة أصلية للدالة / على ]+| 
حيث [(ع) ]31۸+ رع ««]ملة- رمم 
نجد هكذا (1+ )ما 3+(1- )ما 2 - () 17 
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تعريف: دالة اللوغاريتم العشري هي وت إليها بالرمز" 108 * و المعرفة على ]م +:0[ 


12) ) = 


. أحسب (1)هه! ٠‏ (10) هملك (0.1)عها. 
:. أحسب ( ”10)10من أجل كل عدد صحيح نسبي . 
3. بين أنه من أجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما © و 7 لدينا: 


0 


(6)عما+زم)يماء زهم)هما و او 


3 
4. أحسب المجموع 2o‏ دوه + + s = lo 1+ 0g 3+ loy‏ 
5. استنتج اتجاه تغير الدالة ه10 من اتجاه تغير دالة اللوغاريتم ا In‏ 

6. أدرس نهايتي الدالة 108 عند 0 و عند +٥٥‏ ثم شكل جدول تغيراتها. 
7. أرسم قي معلم متعامد و متجائس ( / 7 ) المنحني ( ')) الممثل للدالة 


8, أحسب بالسنتيمتر محيط المستطيل 8٤‏ 0۸ حيث (0:×) ۸4 ٠‏ ( ندههها:ند) 8 و(0:10) ©.(0< ») 


ها (١‏ وحدة الأطوال 1807 ) / 


خاصية: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم أادء يوجد عدد طبيعي وحيد / بحيث: "10> ×> "10 
الكتاية العشرية للعدد الطبيعي // 


7+1 هو عدد الأرقام الموجودة 


أمثلة: *إذا كان 12 
* إذا كان 46002 - ۷ فإن *10 > ۷> *10 (عدد أرقام ۷ هو5). 
1- ليكن ۸ عددا طبيعيا غير معدوم. 
* بين أله يوجد عدد طبيعي وحيد ‏ يحيث: 1+ 7 > ( 08)/07! > ۸. 
* بين أن عدد الأرقام الموجودة قي الكتابة المشرية للعدد الطبيعي ١‏ هو ( (19) 1+8 
نذگر آن (2) 4 هو الجزه الصحيح للعدد الحقيقي ×. 
تطبيق: 
2. ما هو عدد آرقام المدد الطبيمي "20067 + 
3. تعتبر العدد الطبيعي ١‏ حيث: "2319 .١‏ 
٠‏ عين باستعمال حاسبة الجزء الصحيح للمدد |0١‏ 
٠‏ استنتج الحصر التالي:""“10> >١‏ ""10. 
© حدد عدد الآرقام في الكتابة العشرية للعدد .١‏ 
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۷ فإن *10 > ۷> 10 (عدد أرقام × هو3). 


الجزء الأول: 

تعتبر الدالة بم المعرفة على ]+:0[ ب ( ) 210 +1- * : - ( ) بم 
1. أحسب نهايات الدالة بم عند أطراف مجموعة تعريقها. 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة م ثم شكل جدول تغيراتها. 


3. بين أن المعادلة 0=( *) بم تقبل العدد1 كحل وحيد لها في المجال ]م + :0[. 1 

4. استنتج إشارة ( ) بم حسب قيم ×. 

الجزء الثاني: 1 
3 


تعتبر الدالة / المعرقة على ]+:0[ ب -(عامادزع) f‏ 


0 ع اخراف مجبوعة N‏ 

أحسب (*)” / ثم بين أنه من أجل كل ند من ]> +:0[» لب («)”/ و ( :)م نفس الإشارة. 

. استنتج اتجاه تغير الدالة / على ]+:0[ ثم شكل جدول تغيراتها. ١‏ 
« ليكن () و )١(‏ التمثيلين البيانيين للدالتين / و 1١‏ على الترتيب في معلم متعامد و متجائس (1, /:0) 
0 4 . 1 
آدرس الأوضاع النسبية للمنحتيين ('©) و )١(‏ ثم أرسمهما. 


ê 


ا 


(,) و(,") متنا 
> ,”+ و من أجل كل ر من ٭ (,0) 12> ,۷ 
الجزء الآول: 2 نفرض 9= ٠,‏ و من أجل كل ر من ۸ء ,أ ر1 
1 كين القيم المضبوطة لب 1 ۰ راا و وا . 
2 غير بدلالة 1۸3 عن كل من ر۲ رلدء ړلاو پ۷ . 
3. بين أن المتتالية ( ,«) هندسية يطلب تحديد أساسها. 
4- عبر عن ,۷ بدلالة «. ما هي نهاية المتتالية )٠,(‏ ؟ 


الجزء الثاني: لفرض 1= ٠‏ و من أجل كل « من لاك (,/) 5ط :+1 - (ر,,//)18 
1 


1. برهن أنه من أجل كل , من 10 


.نه ثم استنتج طبيعة المتتالية .)٠,(‏ 
17 


2. عبر عن _» بدلالة . 

3 بين أن المتتالية (.5) حسابية يطلب تحديد أساسها. 
4 عبر بدلالة ‏ عن المجموع ر علما أن ٠.٠۷‏ لاغ ولات ركز 
عبارة اكد كد 11× ))۸ 


| نعتير الدالة/ر المعرقة على المجال ]م +:2-[ بب : (2+)و2-1+. 
1.احسب نهاية الدالة “عند 2- 5 
2. بملاحظة أن لتخمط ]2 +:) -()/ ٠‏ وباستسال انتيجة 0 کت رونل عين نهلية ‏ 
الدالة ر عند ممه . 
3.احسب مشتقة الدالة  /‏ ثم شكل جدول تغيرات آر. 
4. أ- بين أن المعادلة 3= ()/رتقبل حلا واحدا © محصوراً بين 2 و 3 . 
ب- باستعمال الحاسبة » عين حصرا سعته 0-7 اللعدد ©. 
5. نرمز ب (©) إلى منحني الدالة ر في معلم متعامد و متجانس. وحدة الأطوال 100 
أ- عين معامل توجيه المماس 7 للمنحني (2) عند النقطة التي فاصلتها2. 
اب- ارسم 7 ٠‏ ثم المنحني (©) . 


حل مختصر ٠‏ عالق 
a‏ لس عند حساب النهايات ٠‏ بين جميع المراحل 
3.من اجل كل ندمن ]م +:2-[ 0 للحصول على النتيجة. 
جدول التغيرات: 7 ع ل 
Nl. = 0 >‏ 


»عند حساب المشتقة لا نكتفي بإعطاء 
النتيجة الواردة في النص . نطبق مشتق الدالة | 
اما على | 1007 و مشتق مجموع دالتين. 


د 7 


4. آ- حسب جدول التغيرات ٠‏ الدالة ۴ مستمرة و متز 
[2:3] جما آن 2(=2,6)/ و 3,4 > (3)/ و ()/ تأخذ القيئة 


0 اعلم أن إشارة‎ ٠ لدراسة إشارة"/.‎ ٠ 


3 قي المجال [2:3] فإن المعادلة 3=(»)/, تقبل حلا واحدا © 
دعم 0 ذا اعم ا 
شل مي نض إشارة(4 ++( 

cx+ 


محصورا بين 2 5 3 . 


ب باستعمال الحاسبة للاحظ أن 3 > 2,99 = (2,50)/ 
و 2,50-3.003<3)/ 
5- معامل توجيه المماس 7 للمتحني () عند النقطة التي فاصلتها2 


2-2 
جو 3 / 


| ارا :3 ل اال کرت على اندز سای 
[0)/]ماد ومع 

1.أ- عين اتجاه تغير الدالة م على ]« +:2-[. 

اب- عين نهاية ج عند 2- وعند مم+ ثم شكل جدول تغيرات الدالة بم . 

2.لتكن 7/ الدالة الأصلية للدالة / على المجال +٠]‏ :3-[ و التي تحقق 0 - (2-)7/ 

بين أن الدالة ”/تقبل قيمة حدية صغرى عند2-. 

1. في هذا الجزء الدالة /. هي الدالة المعرفة على | +:3-[ي: 2= رار 
1.ياستعمال عبارة (1)/.: جد من جديد المعلومات المتوفرة في جدول تغيرات “رفي الجزء1 . 
2, كما في السؤال 1 من الجزء 1 ٠‏ نعرق الدالة بم على ]+:2-[ي: جب ]ماد مام 


اليكن ,€ المنحني الممثل لدالة # في معلم متعامد و متجانس. 
(انظر الشك المقابل) 

. هل المنحني ,© يقبل مستقيمات مقاربة؟ يرر- 

إذا كان الجواب نعم» أعط معادلات لهذه المستقيمات ثم مثلها 
ب. المنحني ,€ يقطع محور الفواصل في نقطة 4 ٠‏ باستعماا 
عيارة (8)3 عين إحداثيات النقطة 4 و مثلها في الشكل. 
ج- عين معادلة المماس '1 للمنحني ,© عند النقطة التي فاصلتها 1- .ارسم المماس7 في الشكل. 
3 كما في السؤال 2 من الجزء 1 ٠‏ نعرف الدالة 4 ي : 


7 هي الدالة الأصلية على المجال ]د +:3-][ للدالة 2 


F(2)=0 و‎ f:x2- 


احسب (17)۸ من أجل كل عدد حقيقي × من ]مه +:3-[ 
إرشادات 
٠ 1‏ 1 الذالة ع متزايدة على المجال ]م +:2-[. ٠‏ 
.ب استعمل لهاية مركب دالتين. 
0(2( و 2(=0-)/ ٠‏ لاحظ إشارة (:)/ من جدول التغيرات. 
١ 1‏ 1. تحقق من النهايات و إشا؛ ثقة للدالة /رء 
1 2 المتحني يقبل مستقيمين مقاربين ٠‏ للتبرير ارجع إلى التفسير الهندسي للنهايات. 
اب. حل المعادلة 0 > (۸) 
ج. استعمل المبارة الجبرية لمعادلة المماس عند فاصلة النقطة/ه. . 


يلي (1+»)«ا=(×)/ و ب n‏ )م 

تحقق أن الدالة ار معرفة على المجموعة المعطاة 

)x(=)2x-3( | (=1) 0‏ / على ]هنال ۰ 

© (#د)ما-ا+ثددزع)/ على "2 

) (.-ه)ما+ة- (ع)/ على ]0:3[ 

٠‏ في لتمريتين 3 و 4 في كل حالة من الحالات 

د و عب الدالة / 

/(x=n(-ı) ١ Ef 
/(*)=In(x-1) © 
f(x)=lnx+In(x+2) (3 


21 


f(x)=in| (4 
أ‎ 


/ (= (1 


(=+ 
/ (x)= x+y 
f (x)=1n(2x-1)+ 1n (+? =4) (5 


حل في ۴ المعادلات التالية: 
In(+)=lIn(2x-=3) (1‏ 


حل المتراجحات التالية: 


1( (قجحه) ما» رعت)ما 
ın(?)<ln(G»-2) ©‏ 
>In (6-4*) 6‏ (تع)ما 

In(ı+x-2)>0 (4 


إل عبن مجموعة تيف لان / د ٤‏ المعرفتين كما 
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m‏ اكتب على آبسط شكل ممكن الأعداد التالية: 


ae Inl4-In7 )١ 
7ماعخاماء اا‎ ) 


٤ mio 6‏ 4( (0,01) صا sIn(10000)‏ 
وت خط م 2ای ن دات 
للم سط ما يلي : 


A=lne" Ine? ٠ 


A =In(ee) » 
€ =lIn2+In(§e)-In(4e°) ء‎ 
2 
0 3 1 5 
e e/ 
اكتب الأعداد التالية على شكل ×ما:‎ 112| 
A=31n2-In5+ hing ٠ 
B= 21n (0.1)-31n(0,01)+In2 * 
`=21n(100)-In| | ٠ 
10)75) 
:186 اكتب الأعداد التالية على شكل‎ 
A=lna-lInb+2lnc » 


1 
٠.‏ ما + مما همك 
01 2 


En .‏ 
[] اكتب على شكل مجموع أو قرق ما يلي 
٠ A=In (1400) *‏ (2500000 )ماد فل 
حل في 12 المعادلات التالية: 
2In(x-3)=In4 )١‏ 
_lx+ln(x-1)=In2+1n3 (2‏ 
Inx= In (x+4)+In (2x) (3‏ 
In (x+4)+In (2x) (4‏ 


1 
In x+ln(4-x)=In(2x-1)+In3 06 


6( (احم) ملجا-- زاجع)ما 
77 حل في # المتراجحات التلية: 
In (x-1)-In3>In2-In(x+4) (1‏ 
In (+ -2x) >In (4x-5) (2‏ 
(x? -2x+2) (6‏ ملك In x+ln(x+1)‏ 
n(x) (4‏ +حماة In (35-8x)>‏ 
م حل في + المتراجحة التالية 
In(x-1)+In(x-2)> 21n (5x) (1‏ 


إشارة العبارات الجبرية التالية على ]5 +:0[ 
(Inx+1)(Ilnx-1) (2‏ 
2xln (1x) (4 Inx(lnx-1) )3‏ 
-x* In(x+1) (5‏ 
حل في 2 المعادلة: 
In x + In2‏ = زا-ع)ما- (2+ In(2x‏ 
تبر كثير دود م اللمتقير الحقيقي د حيث: 
44+ 2 دام 


1) حل 1 المعادلة 0 > (:د)7/ 
2) 1 


=0 ) 


رمن 


Inx=ln3 (1 


استنتج حل المعادلة: 
-25(Inx) +144‏ “(دما) 


ب) 0= 144+ 


[n(n a)’ -25[in (Ina) 
حل في 8 الجملة التالية:‎ 


|35 


+" كم 

1) حل في 30 الجملة الالية: 

a+ 

رمديو[ 

2) استنتج حل الجملة التالية في 83| : 
5 رما2- ”برا 8 


- 3 


8 1) حل في 22 الجملة 
In(+1)" +Iny=0‏ 
na +Ink=Inx‏ 

- 


[ عين أصعر عدد طبيعي 7 في الحالات التالية: 


0 0,02 (i 


ج) 1040 <> "(1,2( د) 30000 > ")0,035+ 21000(1 
,,_ ( ,1) متتالية هندسية حدها الأول 2 = .1 


ب) 0,01 "8 


Eg 
و‎ 
ابتداءً من أية رتبة تكون حدود المتتالية أكبر من 105 ؟‎ 

)١,( .., 3‏ متتالية هندسية حدها الأول6 > 10 


1 
أساسها 2 . 
9 - 


عين قيم ‏ التي يكون من أجلها "2107 < ٠٠,‏ 

[57 وضع رأسمال قدرء2/1/ 20000 بفائدة ثابتة قدرها 

| .بعد كم سئة يكون المبلغ الموفر هو 5۸ 50000 ؟ 
.إذا افترضنا أن 
هذه النسبة تبقى ثابتة و أن سكان هذه المدينة سنة 1988 


سكان مدينة ما بنسبة 2,596 


هي / فبعد كم سنة يتم مضاعفة هذا العدد؟ 

مثال: يقدر عدد سكان العالم حاليا بخسة ملايير نسمة» 
قبعد كم سنة يضاعف هذا العدد علما أن نسبة التزايد هي 
96 تقريبا؟ 


/ دالة معرفة على ]مم4 ,0[ب عدا - -[(9) 7 
ادرس نهايات الدالة / عند 0 و عتد ممه . 
Em‏ /دالة معرفة على |+|[ ن ]0:1[ كما يلي: 
:0 

ET 1‏ 
ادرس نهايات الدالة / عند حدود مجموعة 
/دالة معرفة على ]-+.0[كما يلية. 
حسحما- "زدما)2 - )ل . 


x 
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,عند 0. 

من أجل 1 < × مضع +10 كعامل مشترك في (2) كر * 
أثم عين نهاية الدالة كر عند ممه . 

» في التمارين من 32 إلى 35 احسب النهايات في كل 
الة من الحالات المقترحة: 

8 ) معد (r +lnx (o + im‏ جار 


lim x+5-lnx Û + lim 3-2lnx (¢ 
ا وه‎ 


nx 
لص ب من‎ 
te 3FI 


0 
lim (-x)In(-x) م‎ lim (3-x)inx ) 
lim (n 2-3Inx)( lim (x +Inx) (| 


lim x-4+lnx (3 lim x-4+1nx (+ 


lim ب) صمل‎ lim صمت تضصموم‎ (EE 
2 
lim 1+ دما‎ 0 


٭ يحب 


[ "ردالة معرفة على ]ممع[ 


lim ةد‎ +inx=-1 د)‎ 


J (x 


+inx 


1 

1 

ا =)(/ 
دما 


+1 


1. بين انه من أجل كل e‏ < ندء 


2 عبن (:د) /ر سنا . 


عبن النهايات للدالة ر عند حدود مجموعة التعريف في 


* في التمرينين 38 و 39 حدد مجموعة التعريف 
و مجموعة لابلية الاشتقاق ثم احسب المشتقة (1)'”/ 


للدوال/. المعطاة: 

لام ممص دمم م موبلدوممر 
2 

معما- مد زور 0 =( 
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5( حدما زيدها) - (<)/ 6( 


=n » 0 2‏ رار 


7( عماج ماجه- (ع)م 8( 


f (x)= دما مج‎ (2 


J (x)= ğ+l+2x G 


تحقق من أن الدالة /,قابلة للاشتقاق على المجال 
المعطى ثم احسب دالتها المشتقة 


«f (x)= (Ina) +Inx (1‏ إمعرة[ ددر 
مد( )ر )د 

D=]-;0[ ٠ f(x)=xln|x|-2x+3 6 
Del «f(x)=-3+xlnx م‎ 
D=}e:+e| 


عين معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة /رعند النقطة 
التي فاصلتها 1. 
21 تعتبر الدالة / المعرفة على ]+ :0[ كما يلي : 
حدما اد زوال 
عين معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة '/ عند النقطة 
التي فاصلتها © . 
[5| نعتبر الدالة / المعرفة على ]مه +:0[ كما يلي : 
0 
حدس رمال 
عين معادلة المماس للمنحلي الممثل للدالة /رعتد 
التي فاصلتها © - 


3 استتج نماي الالة ۾ حيث ( شك ) ما- (8) 2 

عند 3- و عتد صمب 

5 نعتير الدالة / المعرفة على المجال ]--+:1[ 
کتاي: =( )/ 

1. عين إشارة (×) /ر على ]+1[ 

2. ادرس نهايتي الدالة/رعئد 1 و عند صمب . 


3.استنتج تهايتي الدالة وح = رمام 


عند 1 و عند ممد. 


8 عن النهايات التالية: 

(x- 3 

لحت In|‏ رونا + لحك إمر lim‏ 
ET‏ 1+ ) اخم 
- 2 

لج )م lim In(x*+2x) < lim‏ 
ا ا 0 


lim In +2x) + lim In(x*+2x) 


lim Inx+in(l1—x) ؛‎ lip Inx+In (1x) 


عين نهايات الدالة ر عند حدود مجموعة 
1) (1ا++)ما-1++2 = ()ير المعرفة على ]م+:1-[ 
1 د)/ المعرفة على ]ممه :0[. 


Rr 


1 
ماپ 
2 


6 ع ا - (:)/ المعرقة على ]+ :ا[- 
(z=‏ 
* قي التمرينين 55 و 56 › حدد مجموعة التعريف 
و مجموعة قابلية الاشتقاق ثم احسب المشتقة ()د)' ر 
للدوال ار المعطاةة 
f(x)=1-x+In(s+0(1‏ 

(= }nr+2) © 


7 55 mh 5 
J(x)=xln2x—D 4 

/ «جعم عمجف مماد رم‎ (1 Rf 
]مجع مار‎ ( 6 


2) عتمم‎ G 


1( )+= () م على 1 


[i+] (الج عماج - )( رعلى‎ (6 
e =n) e 


4( )1+ )ما -()/ على FR‏ 
مم =( ری ]رزو[ 
تعتير الدالة / المعرفة عى | 
2 ما و2 - كما (x)=‏ 
- احسب العدد المشتق للدالة / عند 2. 
- استنتج معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة ر عند 
النقطة التي فاصلتها 2. ١‏ 
لتكن الدالة / المعرقة على ]+;2-[ ب: 1 
جد ترج( + 2)ماة- () / 
بين أن المنحني ') الممثل للدالة /. يقبل مماسين موازيين 
لمحور الفواصل. 
[] ادرس تغيرات الدالة ر على المجال المعطى وذلك 
باستعمال اتجاه تغير مجموع دالتين 
(x)= -1+1n(x-1) (1‏ على ]مزال[ 
)2-x(-1۸)2+ ×) ©‏ 1=( )/ على ]۳2.2[ 
6 عمج !=0( على ]+05[ 
1(*)=—x=1-1n(x-1) 4‏ على ]مزال 
(x=) (5‏ اير على ]جزل[ 
» في الترينين 61 و 62 ؛ ادرس اتجاء تغيو | 
على المجال المعطى. 


6 [حب)م-هار على ]مهنا[ 
(x)= -4+1n(x-2) (1‏ £ على [-+:2] 
6 و +n‏ = ))1 على ا[ 
(x*)=1n(2-x)-1n(2 +x) 6‏ £ على ]2:2-[ 
في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية ۴ 
و التي تحقق شرطا معينا 


xe 3 = 1 1‏ و0>-(7)0 


7)1(-١و‎ xe .]ةبه[‎ (x)= م‎ 


يد 


1.تحقق أنه من أجل كل × من ]مه +:2[ ٠‏ 


x+1 
. [2: +] 2.استنتج دالة أصلية للدالة / على‎ 
3.احسب «بوحدة المساحات «مساحة الحيز لمجموعة‎ 
النقط (ر:)/1 حيث 3 > + >4 و (عاثر ك ر>0‎ 
: ا نمتبر الدالة / المعرفة على [1-]- 8 يب‎ 
حدما‎ ١ 
× 1ءعين الأعداد الحقيقية 2 :8 وج يحيث من أجل كل‎ ٠ 


من إ1-{-R«‏ + += ))7 


2.ادرس تغيرات الدالة ار . 
3.أنشئ المنحني (©) الممثل للدالة “رفي 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (ثر,0:7) . 
4. عين دالة أصلية للدالة / على ]+:1-[. ا“ 
5. احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحني (©)و ا 
التي معادلاتها0 = ر 1=× و 3= × 

5 احسب التكاملات التالية: 


1-2 55 

1( جا 2 a‏ 1 
a‏ 
6 معطا 5 كم 
کا ل 


تعتبر الدالتين /رو م المعرفتين على ]+;0[ ب : 


در و دما - دام 


1 .احسب مشتقة الدالة بم . 
2.استنتج دالة أصلية "7 للدالة ر على ]مه + :0[. 


ٍ 


Oa 3.اصب‎ 


1 
1. عين مشتقة الدالة بم المعرفة على ]0:4[ ب : 
.g£(%)=(x-4)In(4-x)—xInx‏ 


 )4-x 
2.استنتج قيمة فعس( )ہا‎ 
5 


المت تلاوت ب ا 
مين باستعمال حاسبة الجزء الصحيح للعند ٠108/١‏ 
2.استنتج الحصر التالي: 10172 > برك ""10. 
3.حدد عدد الأرقام في الكتابة المشرية للعدد ٠71‏ 
ليوا عنما أن 0,58092 - (108)3,81 ١‏ استنتج بدون 
باستعمال الحاسية قيمة مقربة لكل من الأعداد التالية: 
.l08(3,81x10°) log(0,381) « log(381)‏ 


الجدول الموالي يمثل جدول تغيرات الدالة 
ل جر المعرقة على ]مه +1[ف]0:1[ 
xlnx‏ 5 
نسمي ۳ التمثيل البياتي للدالة رقي معلم متعامد (0:1.7) 
: | الا 
4 1 5 3 
0 
3 ارك ل 
ا حا )2 / 
0 ا 


1) من خلال المعطيات في جدول التغيرات برر ما يلي: 
إشارة(:)'”ر ٠‏ النهايات للدالة”/ عند حدود مجموعة 


التعريف a‏ بالدالة/ر.نقيل أن 0= ند ماع زا 
E‏ 


2) كم يقبل المنحني ١‏ من مستقيم مقارب ؟عين معادلة لكل 
من مستقيم من هذه المستقيمات 

)أ) عين معادلة المماس لمنحي ) عند النقطة 4 التي 
E‏ 

hei 

ب) عين معادلة المماس لمنحي ) عند النقطة 8 التي 
قاصلتها © . 

4) اذكر من أجل أي قيم للعدد ۸ المعادلة ۸ > (تد)'/ر: 


) لا تقبل أي حل ؟ 


ب) تقيل حلا وحيدا ؟ 


(لا يعطى آي تبرير للإجابة على هذا السوال: يمكن 
الاستمانة بالتمثيل البياني للدالة ر من خلال الحاسبة البيانية) 
ج المد من هذا التمرين إثبات أن؛ 


nx) 


lim =0 
ee 


الجزء1: دراسة دالة 
نعتبر الدالة /, المعرفة على | +:0[ ب: 
ولس سعدماك زد 


1) احسب (<)' /ر و بين أن 
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2) استنتج جدول تغيرات الدالة/رعلر 
النهايات غير مطلوب) 


3) برر إذن أنه من أجل كل × من ]مه + : 
الجزء2: استعمال مبرهنة المقارنة 


1) بين انه من أجل كل عدد حقيقي 1 < × : 


تذكر أن مشتقة الدالة + جو هي ل 29 
0 2 
8 البرهان أن: 0= lim(x ln x)‏ 
n!‏ 
- تحقق أنه من أجل كل × من ]مه +,0[ = 1 
x‏ : 
- استعمل المبرهنة حول نهايات الدوال المركبة للدالتين 
ض 
لير و اوم و نتيجة التمرين لابق 0 | 
x x‏ 
نهاية »!× لما ٣د‏ يؤول إلى 0 . 
EE FE]‏ 
لتكن الدالة ج المعرفة على 8] ب + 
20+ 3 )م 
1) ادرس تغيرات الدالة #.احسب (2) ۾ .عين مجموعة يم 


» بحيث يكون 0 <(×) £ 
2) نعتبر الدالة :/ المعرفة على ]2: هه[ > / ب 
)20 + ميف )ماد h(x)‏ 
أ) باستعمال السؤال 1) بين أن الدالة / معرفة جيدا على 1 
ب) عين نهايات الدالة / عند2 و عند م 
شكل جدول تغيرات الدالة ۸ ٠‏ 

(x)= 0‏ مد وداه بت 
سجل]2:2-]: 

ه) غين قيمة مقربة ل © إلى 107 


إلى /التمثيل للبيائي ذالة ار في المستوي جزم شتی ارت كر 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس.الوحدة 1671 بين أن المساحة 4 لهذا الحيز مقدرة بى 
1.بين أنه من أجل كل ]+[ ©< : .g(@- g0)‏ 
a =+ +2‏ للمساحة 4 بء .(استعمل 
8 بة ل © المحصل عليها في السؤال2.ب) 
إعنري| 


2.عين تهايات الدالة/رعند حدود مجموعة التعريف. 


3.ادرس اتجاه تغير الدالة /رو شكل جدول تغيراتها. تعلم أن المنحني ,© الممثل لدالة /معرفة على ]72 
4.لحصب [(1+::) - (:)/] زا .استنتج أن المنحني (©) يشمل النقط (0)0:0 و (1:0-)4 ٠‏ و أن المماس ل ر 
يقيل مستقيما مقاربا مائلا 4 يطلب تعيين معادلة له . عتد () معامل توجيهه 102 و المماس ل,© عند ۸ 


ادرس وضعية المنحني (©) بالنسبة إلى المستقيم 4 . معاداته 41 
5. ارسم بعئاية المنحني (©) . ١.أ-‏ باستعمال هذه المعطيات › عين (0)/ ؛(0)/ ٠‏ > 
EE 2‏ تحار و0 /. 1 


لتكن الدالة ر المعرفة على [0:5] ي : ب- عين معادلة المماس ل ,© عند 0 . 


f()=1-x+2lnx 
الشكل التالي هو التمثيل البياني (©) للد‎ 
المتسوب إلى معلم متعامد .الو‎ 
الفواصل و 5677 على محور التراتيب.‎ 


2. علما أنه يوجد ثلاثة أعداد حقيقية 4 » 6 وه بحيث من 


أجل كل 2- < × 2(۰ + )صا + (a + bx»‏ - )ل 


د15 


أ- عبر عن (0)/ بدلالة ج »ظط و . 
ب- عبر عن (×)/ بدلالة © ء۵ و6 . 


: ج- استنتج (0)/ و (1-)”/ بدلالة هط وه . 


د - استنتج ١4‏ 8 وه . 


الوريا 
لتكن × دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على [0:4] 
الشكل التالي هو التمثيل البياني (©) للدالة /, e‏ 
1-احسب هاي ار عند 0 . المنسوب إلى معلم متعامد و متجائس. : 
2. احسب (۸)' ر و ادرس تغیرات ر . 
3. أ- احسب (1)كر. 
ب- بين أن المعادلة 0 = (2)/. تقبل على المجال [3:4] 
حلا واحدا © ٠‏ ثم أعط قيمة مقربة بالزيادة إلى 07 
لدد . 
ج استنتج إشارة (<)/ر حسب قيم د 
3. نعتبر الدالة بم المعرفة على [0,5] ي 


مسي يدمل انط ھی آ8 (3-:90:)0 
)3:0(٠١ )2:1(‏ و(3-:4) و يقبل في النقطة | 


آ- شكل جدول تغيرات الدالة /: » مبينا إشارة '/2 
ب- شكل جدولا تبين فيه إشارة الدالة ‏ على [0:4] 

2. نعتبر الدالة ”م المعرفة ب : 1٠١‏ -ر (مركب الدالة 
متبوعة بالدالة 15) 

مبروا إجابتك » اذكر إن كانت الخواص التالية صحيحة أو 
خاطئة 

۶ معرفة على [0:4]. 

- ر موجبة أو تنعدم على مجموعة تعريفها. 


الشكل المقايل هو التمثيل البياني للدالة / المعرفة على 


]د +:0[ ب 


الشكل (1) 


ب- عين إشارة ()/ على ]م +0[ . 
2 # دالة أصلية للدالة /. ممثلة بالمنحني التالي: 


أ- هل تغيرات الدالة / تتوافق مع نتائج السؤال .ب ؟ 
برر الجواب. 


ا 


ب- أعط » معامل توجيه مماس متحني الدال 
النقطة التي فاصلتها أله مع التبرير. 
ج- عبر » بوحدة المساحات ٠‏ عن مساحة الجزء | 
في الشكل (1). 


د- الدالة 6 المعرفة على ]مه+,0[ب + 


ماك 


3 = (6)1 هي دالة أصلية للدالة / . 
عبر عن ()/ بدلالة × من أجل ]مه +:0[ 6× . 
mE‏ 
االجزء1: لمستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس» 
(©) هو التمثيل البيائي لدالة /. معرفة على ]-+:1-[ 
نشئ النقط (4)0;3 ٠‏ (1:1-)2(8 صا+ 1:3):/ 
.المستقيم (48) مماس عند 4 للمنحني (©) »و ۸ 
المماس للمنحني (©) عند ٤‏ . 


د ف“ 6 5 4ه 3 2 1 


استعمال المعلومات المتوقرة» عين: 
أ- معادلة للمستقيم (48) . 

۰50s ⁄)1(<⁄)0( ١ ب-(0)ر‎ 

ج- عدد حلول المعادلة 1-(2)/ر ٠‏ 

د - جدول تغيرات الدالة براء 

2. نقبل أن الدالة / على ]صم+:1-[ي: 


رمب موجه - 700 
+ع 
حيث ۾ و ۵ عددان حقيقيان ٠‏ 
احسب 4 و ۵ ياستسال (0)/ و (01/+ 
الجزء2: نقبل أن الدالة / على ]+:1-| 
3 ر دور 


1+ 
.١‏ عين نهاية / عند 5 .أعط تضيرا هندسياء . 


+In(x+1) 
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ا 
5 2+ کے 
1-2 وان ر 
ب- ادرس إشارة (د) تر . 


ج- هل النتيجة تتوافق مع الجدول الذي أنجزته في 


السؤال 1.د 
د- بين أن المعادلة 0 -()/ تقبل حلا و 


على ]د +:0]:أعط قيمة مقربة إلى 107 لهذا الحل . 


4. أ- احسب مشتقة الدالة بم المعرقة 


على ]مد 1-[ب: =x‏ )1+ )ما (ا+ (x‏ - )%(£ 


استنتج دالة أصلية للدالة على ]+:1-[ 


احدا 


1 
ب- اصب 46 (:3)/ | ٠‏ أعط تفسيرا هندسيا . 


rE Hl 
لتكن الدالة / المعرقة على ]+0[ ب:‎ 


1 
/( =2 


1.- حل في ]+0[ المعادلة 0= ()/ (احسب القيمة 


المضبوطة للحل ثم القيمة المدورة إلى 07 


ب- حل في ]م+ 0[ المتراجحة 0 < (»)/ .2. فيما ياي 


يعطى جدول تغيرات الدالة ر كما يلي: 
همد 1 0 


+ 0 


ET 


3. في مؤسسة ٠‏ نمذجنا بالدالة /رعلى ]مه +:0,2] * الفائدة 


* الشهرية المحققة من بيع + وحدة مصنوعة ( × مقدر 


بالآلاف) و الفائدة مقدرة بآلاف الدنانير 


باستعمال اللتائج السابقة ٠‏ أجب هت الأسئلة التالية: 
أ-ما هو العدد الأدنى للوحدات التي تبيعه المؤسسة شهريا 


حتى تكون الفائدة موجبة؟ 


ب-كم يجب بيع من الوحداث لتحقيق فائدة قصوى؟ و ما 


هي قيمة هذه الفائدة؟ 


(1 


x 
f) 


10) 


لتكن الدالة / المعرفة على ]+ : 
f(x)=2xInx—x‏ 
(e)‏ هو التمثيل البياني للدالة /. في | 


الجزء ۸ : دراسة الدالة /ر 
1(( عين )+( / lim‏ (تعطى (lm xlnx‏ 

ب) عين ()/ 110 (يمكن وضع × كعامل مشترك) 
2) بين أن :1+×21۸=(×)'/ 

3) ادرس إشارة (*:)"/. و شكل جدول تغيرات الدالة/. 
4) احسب إحداثيات النقطة 4 نقطة تقاطع المنحني [6)مع) 
محور الفواصل.مثل النقطة 4 في الشكل. 

الجزء 8 : دراسة وضعية المنحني بالنسبة إلى أحد 


مماساته 
1) بين أن معادلة المماس (4) للمنحني (©) عند النقطة 
4 هي : 20/6 - ×2 = ر مثل المستقيم (4) في الشكل. 


2) لتكن الدالة ج المعرفة على 

&(*)=/(x)-(2x-2 e): ]0:+ =|‏ 
أ) احسب ()' مم 
ب) باستعمال جدول تغيرات الدالة # بين أن 
ale g(x) <0‏ [=+:0] , 
استنتج أن المنحني (©) أعلى (4) على 
الجزء © : حساب مساحة 


151 


2) احسب القيمة المضبوطة ل: . 

هذا التكامل يرفق بحساب مساحة حيز من المستوي. 
أ) لون هذا الحيز في الشكل. 

أعط قيمة مقربة إلى 1072 بالنقصان لهذه المساحة 


االجزء 1 : نستعمل في هذا الجزء التمثيل البياني لدالة / 


1) ادرس | 


2) تعرف الدوال لل +25 ٠‏ 


عدم المقام و كذلك بالقيمة (0) f‏ 
لتكن الدالة ج المعرفة على ]4:2-[ ب: 
جم 
3 درام 
نسمي (©) إلى التمثيل البياني لدالة / في المستوي 
المتسوب إلى معلم متعامد و متجانس.الوحدة 16/١‏ 
1) دراسة چ: 
أ) احسب نهايات الدالة بج عند حدود مجال تعريفها. 
»استنتج وجود مستقيمات مقارية للمنحني (©) . 
ب) احسب 'ج مشتقة الدالة بم - 


ت 


على المجال ]4:2-[ درس 

ج) عين معادلة للمماس 7 للمنحتي. 
قاصلتها1 . 

د) ارسم 7 و (©). 

2) المستقيم الموازي لمحور التراتيب الذي 
يقطع 7 في 4 ٠‏ (©)في 8 و محور الفواصل قي 1 
أ) احسب ب «١‏ مساحة المثلثين 1412 و 7815 . 
ب) نرمز بك إلى الساحة ب« لحيز المستوي _ 
المحدد بالمنحني (2) »محور الفواصل و المستقيمين اللذين ‏ 
معادلثييما 
نقبل أن القوس من المنحني بحيث الفواصل ‏ تكون من 
المجال [1:3] يكون داخل المثلث 1۸8 ٠‏ 

.4 اعط حصرا للمساحة‎ ٠ 

ج) نعتبر الدالة € المعرقة على [1:3] ب: 
G(*)=(x+2)In(x+2)-(+-4)1n (4x)‏ 


و3=×. 


نسب () 26 


ثم استنتج القيمة المضبوطة ل-4. 


الجزء ۸ : المنحني ("1)في الشكل المقابل هو التمثيل 
البياني قي معلم متعامد لدالة ج معرفة و قابلة للاشتقاق 


على | . تسن( 4)2 )5 تيان 


e10) &(e) € )1( عين‎ )١ 
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Ê rari‏ - ماع 


3) علما أن عدصا- 0 = (×) چ٠‏ جد باستعمال الحساب 


اتجاه E ee‏ النهايات) 
إشارة ()يم على ]+0[ 

الجزء 8 : نعتبر الدالة /المعرفة على ]ه+:0[ ب: 
)ر 

5 


1) احسب نهايات الدالة / عند 0 و عند +٥‏ . 


030 


"كر من أجل كل عدد حقيقي 
موجب تماما × .استنتج تغيرات /ر. 
3) بين آن المنحتي () الممثل للدالة”/. يقبل مستقيمين 
مقاربين يطلب تحديدهما. م ()) 
[المنحني ()) معطى في 
الشكل المقابل في معلم 


متعامد و متجانس 


الوحدة ,2000 ) 
4) نقبل وجود عدد حقيقي © من 


حيث0-(6) 


ماذا يمثل © يالنسية 
اللمنحني (”0)؟مثل على المنحني ('©) النقطة / التي 
فاصلتها ‏ . 


14 ف‎ a 


بين أن سک - > © 1 .استتتج أن 


/'(a)= 


| 1) احسب مشتقة الدالة / المعرفة على | +.0| ي 


(Ina)‏ دعم 
اش 


3) شطب في الشكل المعطى حيز ال 
بالمنحني () محور الفواصل و اا 
معادلتيهما 1= × و = 
ت المساحة (ب ) لهذا الحيز. 


الجزء ۸ : 
لتكن الدالة / المعرقة على [0:50] ب: 
50 -(1++) ماود + (x)=‏ 
)6+ = 
)1+( 
()) الممثل للدالة / معطى في الشكل المقابل 


المشتقة (:د)'/ تساوي 


1) ادرس إشارة (×)'/ على [0:50] 
2) شكل جدول تغيراترعلى [0:50].نقبل آن (:3) ل 
تنعدم من أجل قيمة واحدة» من المجال 

٠. 10:50]‏ استنتج إشارة (:)/ على المجال [0:50] 
3) أعط حصرا للعدد © بعددين طبيعيين متتابعين ٠‏ 


1 C(x)= ر‎ [0:50] 
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| تحقق من أن e a‏ 
2) الكلفة المتوسطة هي الدالة,,:) المعرقة على [0:50[ 
بت اك )6 


1) استنتج من النتائج السابقة جدول تغيرات الدالة بر 

على المجال [0:50[ 

2) ارسم في معلم متعامد و متجانس [/,/:0) التمثيل 
,© على ]1:50[ 

3) ما هو الإنتاج الذي يعطي كلفة متوسطة صغرى؟ 

الكلفة الإجمالية و الكلفة الهامشية المرفقة 


'لبياني للدالة 


f(x)=-x+7+61n(2x+1)-6ln(2x+2 
رهز ب (")) إلى التمثيل البياني للدالة /. في معلم‎ 


متمامد و متجانس [(./:0) 


!)نر لن ٤ل‏ ممرفة على + !| 
2) عين نهاية الدالة مر عند - «استنتج أن المنحني (6) 


يقبل مستقيما مقاربا (2/) يطلب تعيين معادلة له 
6 مدد ادن لبعد دمن |+| : 


ظ لجخ )ماه - رجح ده للمح)ملة 
عين نهاية الدالة ر عند صم 


4) ليكن (4) المستقيم الذي معادلته 7 +2- - بر 


ب) ادرس وضعية المنحني (€) 
5) أ) بين أنه من أجل كل × 


ا 


(2x+1)(r+1)‏ (2)”/ ج ر 
هي الدالة المشتقة للدالة ر . 
ب) ادرس إشارة'/. و شكل جدول تغيرات /ر. 
6) ليكن ”7 المماس للمنحني (”6) عند النقطة /1 التي 
فاصلتها0 .عين معادلة للمستقيم7 . 

7) ارسم المستقيمات (0/): (4) 1 و المنحني (€) في 
المعلم (,0:7) الوحدة 20000 

الجزء 8: 

)١‏ لتكن 7 الدالة المعرفة ع بك 

8 (x) =(2x+1)ln (2x +1)- (2x +2)1n (2x +2) 


بين أن الدالة // هي دالة أصلية على أب | لدل 7 


المعرفة على هذا المجال ب؛ ب ( )2 00 
2) نرمز ب (/) إلى حيز المستوي المحدد 
المنحتي ( ٠)٣‏ المستقيم (4) و المستقيمين اللذين 
معادلتاهما 2 - و 5< 
أ) شطب () في الشكل. 
ب)احسب القيمة المضبوطة لمساحة (:1) مقدرة بوحدة 
المساحات. 
ج) احسب مساحة (:/) ب رن (تعطى النتيجة على فكل 
قيمة مقربة إلى 01, 0 ) 
مؤسسة تنتج كمية × من الوحدات الإنتاجية ؛ مقذزة 
الأطنان . 
الكلفة الإجمالية للإنتاج معطاة من آجل كل | 
2 
O)‏ 4 
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: نعتبر الدالة ر المعرقة على [0:5] ب‎ 0٠ 
5 
9 
بج - وار‎ n+) 
1.احسب (٭)' كر‎ 
تحقق أنه يمكن كتابة ('/ر على الشكل:‎ 


)4 د حور 
(x+1)‏ 


2.شكل جدول تغيرات الدالة / على [0:5]. 
3.استنتج أن / تنعدم على [0:5] من أجل قيمة واحدة © 
خصرا سعنه 107ل-©. 


الجزء8 : دراسة الكلفة المتوسطة 


الدالة " الكلفة المتوسطة " ,,© معرفة على [0:5] ب : 


9 In(x+1) 


في الجزء ۸ . 

2.ادرس اتجاه تغير ,© على [0:5]. 
للمؤسسة تكون كلفتها المتوسطة 
بالدنانير للطن ؟ ما هي هذه الكلفة؟ 
EES II‏ : 

وني متسوب إلى معلم متعامد (/,:0) ومتجانس: 
الوحدة Lon‏ کی مجور الفواضل و 4٥77‏ طن محور 
التراتيب. 

الجزء ۸ : نعتبر الدالة ج المعرفة على [0:60]ب 


3.من أجل أي 


و ليكن”1 تمثيلها البياني في المعلم (/,/:0) ٠‏ 
1.- أحسب مشتقة الدالة ج . 
ب- ادرس اتجاه تغير الدالة ‏ . 


للمستقيم الذي معاطته 10+ ۲ حبر 


3 أ- تحقق أنه من أجل كل × من [0:60]: 
- 
x+2 10‏ 
ب عين دالة أصلية للدالة بم على [0:60]. 


g0) = 


2 

ج- احسب العدد كه (<)/, | حتد ماذا يمثل هذا العدد 
0 

هندسیا؟ 


الجزء 


نعتبر الدالة 8 المعرفة على [0;60]ب : 
B()=0,1x-In(x+2)-1‏ 

بين أن الدالة 8 تقبل الاشتقاق على [0:60] . 
ب- بين أنه من أجل كل [0:60] €×: (٭)چ = (٭)8 
ج- شكل جدول تغيرات الدالة 8 . 

2. أ-بين أن المعادلة 0 = (*)8 تقبل حلا واحد في 
المجال [49:50] .نرمز ب © إلى هذا الحل. 

ب- عين قيمة مقربة إلى 0,1 بالزيادة ل © . 

ج- استنتج من الأسئلة1.ج) و 2.أ) أن المعادلة 
0-()8 تقبل حلا واحدا وواحدا فقط على [0;60]. 
د- ارسم منحني الدالة 8 في المعلم (آر,1:©) ٠‏ 
الجزء© : مؤسسة تنتج يوميا × سيار ([0:60] ع) 
بكلفة إجمالية مقدرة بملايين الدئائير معطاة ب: 
ا+(2جع)ما+ C(%)=0,2x‏ 

كل سيارة تنتج تباع بسعر 300000134 .سمي (28)2 
الدخل الإجمالي لبيع :د سيارة. 

1. عبر عن (×) بدلالة × . 

2. احسب (د)') - (:)4/ بدلالة × .ماذا يمثل هذا الفزق؟ 
3.عين العدد الأدئى من السيارات التي تصنع حتى تكو _ 
المؤسسة ذات مردودية. 

4. من أجل أي إنتاج يومي للسيارات تكون 
المؤسسة قصوى؟ 


/ 

€ 
¢ 
1 


كل سؤال يتضمن 5 أجوبة » إجابة واحدة على الأقل 
تعرف على الإجايات الصحيحة 

لتكن الدوال”/رء م و / للمتغير الحقيقي د المعرفة بث 
f(s) =In(x-2)‏ زاج تما- )ع (x)=‏ 
أ) (×) / و (×) ج لهما معنى من أجل كل عدد حقيقي × . 
ب) (٭)۸ لها معتى إذا كان 0<*. 


*ج)0-<(3)ر. 
.h(e)=e (¥‏ 

0 ار 
تم من أجل كل 2 < 6 ت زبوج 
77 تبسيط العبارات 
) 2= تم مادكمل+2 ما 
ب) 3هلة - ¥3 +1n3- In‏ )3( ها 


In 


In2e=1-|n2(— 


Ine 


21n ¥243 = 41n 5-3‏ +2 ما- اهما 25 اها 
n (2-1) +n (¥2 +1) [=0‏ 


معادلات و متراجحات 
) (3+ ×2) 1۸ = (1+ )ها تقبل 2- كحل وحيد. 


) (2+») «ا(۲+2) تقبل 1- كحل وحيد. 


+1 


ج)0< 


1۸ تقبل كمجموعة حلول المجال ]مم4 :3[ . 


)0= 21۸-3 - *(ندها) تقبل ٥‏ كحل وحيد. 
ه) 0< (1+10)2-1 تقبل كمجموعة حلول ]3[ 
2lnx‏ 
9 “ردالة معرفة على ]+ :0[ ب کل + »= (:) / 
]) “رقابلة للاشتقاق على ]+0[ و إشارة(×)' / هي من 
نفس إشارة دما +2 + ”دع (ج) م 
ب) على ]+ ب9[ إشارة' مر هي إشارة| م . 
٠‏ ج) على ]+0[ تقيل قيمة حدية عظمى تساوي3. 
۰ د) /. متناقصة تماما على المجال |0:4| . 
ه) المعادلة 0 - () /. تقبل حلا واحدا © حيث 


ظ ]تناز عنم 
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1) مجموعة حلول المتراجحة 0< 5-(0,2 
5 


سد 
In(0,.‏ 
2) إذا كانت / دالة معرفة و موجبة تماما على 1# حيث 
2 -* > ()/ قإن الدالة / 1۸ متزايدة تماما على 8 . 
3) المنحني الممثل للدالة 1١‏ يقبل مماسا معامل توجبيهء3 
عند النقطة .A-(‏ 
4) 4- هو حل للمعادلة 6 ما = (6+ :)ما - (د-4)ما. 
=2lnx-lny (5‏ 
يري هل الخواص التالية صحيحة أم خاطئة(دون تبرير) 
1) الدالة (+-2)«اج«:/ معرقة على ]+2[ 


3) إذا كانت (×3-3) 1= (×)/ على ]1:هم[ فان 


LS ae 

4) إذا كانت الدالة ٣ر‏ متزايدة تماما و موجبة على مجال 1/3 
فإن / 10 متناقصة على (/ . 
5) إذا كانت الدالة / قابلة للاشتقاق و موجبة على مجال (1 
1-1 
ا l2)‏ 

أجب بصحيح أم خاطئ مع التبرير 
1) الدالة (1- 2) «| جم: : / متناقصة تماما على 
[-+:1]. 
2) المعادلة (4+ +3) 10ح ”+ |١‏ تقبل حلين في *1 ٠‏ 


1 
6 الدالة ل »:۸ المعرفة | 
2-1 


أصلية لدالة (1-.2) اط جز ير e:‏ 
4) إذا كانت عماء =(×) ل فن +1= 1)9 . 


5) دالة أصلية للدالة / المعرفة على ]مه +,0[ بة ١‏ 
-١‏ دما - ()/ هي الالة 7/ المعرفة على ]=1[ 


.FO)= Ly 
2 


© تعريف الدالة الأسية. 


# معرفة خواص الدالة الأسية . 

© استعمال حاسبة لحساب قيم دوال أسية. 
© حساب نهايات تتضمن دوال أسية. 

# دراسة دوال من الشكل )6051© . 


نمو جنر تبات 
قام المعهد الوطني للبحث في الفلاحة يمراقية نمو جدور نبتة الفول و لخص نتائج الملاحظات في الجدول التالية 


0 2 4 6 (RH EET 10 
ا‎ 1 7 5051-80 [1 53 


1 
1 
١ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


يرمز ۲ إلى عدد الأيام بيئما يرمز ر إلى طول الجذر بالميليمتر. 
1) مثل المعطيات في معلم متعامد ( 20 على محور الفواصل و 0,270 على محور التراتيب ٠)‏ 


2) قدم الباحث رويارتسون تموذجا يربط نمو الجذور بعدد الأيام وفق الدالة (2- )0,9 = Te‏ 
]) عبر عن ؛ بدلالة ‏ و لتكن ا الدالة التي ترفق ١‏ يب لا 
ب) أدرس تقيرات الدالة 1 و مثلها بيائيا 
ج) لكن الذي يهم الباحثين هو عبارة ل بدلالة ]. 

- عبر عن 3 بدلالة ) و لتكن K‏ الدالة التي ترفق لإ بب 1 
| - أدرس تغيرات K‏ و مثلها بيانيا. 

- هل نموذج روبارتسون مناسب ؟ 

٠ لن تجد أية صعوبة في نهاية الفصل للإجابة عن الأسئلة السابقة‎ ٠ 


i) r 


دالة اللوعاريتم النيبيري مستمرة و متزايدة تماما على ]+ +:0[ 
و لدیتا: 


مم زع) مامتا و +=) lim n(x‏ 
إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة؛ من أجل كل عدد حقيقي ۵ 
5 من 52 يوجد عدد حقيقي وحيد ۾ من ]- + :0[ بحيث 8- (4) اء 
بوضع (6)ص× =4 تكون قد عرفنا هكذا دالة جديدة. 


تعريف: تسمى هذه الدالة " الدالة الأسية * و ترمز إليها بالرمز * مه ". 
لدينا إذن: من أجل كل ۾ من ]-+:0[ و من أجل كل 8 من 8ء 8ح (17)04 يعني (6)ص×4=6 
1) حساب بعض الصور 
٠ه‏ أحسب الأعداد التالية: (0)م«عء (1)م«ءء (2)مxء‏ و (3)م»ه. 
٠ه‏ عين قيمة مقربة إلى 10 للعدد (2)م2© . 


. بين أن = (2-) م×ع ثم استنتج قيمة مقربة إلى 1077 للعدد (2-) م6‎ ٠ 


كت 
exp(2)‏ 


2) التمثيل البياني 
فعتبر في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 7,7 0) المنحنيين ( ©) و (/) الممثلين على التوالي 
للدالتين "× "و" هل *. 
» ماذا يمكن القول عن النقطتين ( ر: »)۸1 و ( ×: )۸4 حيث ×»» بز عددان حقيقيان. 
ه 3 عدد حقيقي و ۾ عدد حقيقي موجب تماما.بين أن النقطة (8:©) 1 تنتمي إلى المنحني [/6) | 
وفقط إذا كانت النقطة (ه: 0)/ ۸1 تنتمي إلى المنحني ( ©) ٠‏ 
© ماذا تستئتج بالنسبة للمنحنيين (')) و (/ ©) ؟ 
أرسم الملحني (”"©) ثم المنحني ( ) في نفس المعلم ( 7 , 7: ٠)0‏ 
۾ بين أن من أجل كل ۾ من | +;0[ و من أجل كل 8 من 8 لدينا: 
م ززم)مت ]ما 


م>إ(رم)ما موت و 
ب اوم سينا 
٠‏ خمن إشارة ( ١)م×ه.‏ 
ه خمن اتجاه تغير الدالة * دزي * على 8. 
ه خمن نهايتي الدالة * م« * عند د و عند صمب . 


158 


س م56 حيث 4=13,5 و 4,8= ۵ 
ه باستعمال حاسبة أحسب المجموع 8+ ه ثم ( 8+ 0)مء»ك. 
ه باستعمال حاسبة أحسب (4) pص×ء»‏ ( )معت ثم الجداء (5) ديع( 6) مع . 
» قارن بين العددين (6+0)مت و (۵)ص×4(×e)صex.‏ 

2. ياستعمال مجدول و علما أن رمز الدالة الأسية هو * 0/7 * 

أنجز و اتمم و رقة الصاب الموالية: 


فرضية: نفرض وجود دالة / معرفة و قابلة للاشتقاق على 1# بحيث: 3 
1= (0) / و من أجل كل × من 8» (×) /=(٭)/⁄ 3 
1. عين علاقة تربط بين ج و ج في كل حالة من الحالات التالية: 
gix Hf (3) °“‏ 
gx f(r) .‏ 


3 
2. نعتبر الدالة / المعرفة على 8[ ب (») /×( ب) “رك ( **) £ 
« من أجل كل × من 18 «أحسب ( )مء ماذا تستئتج ؟ 

REE . 


٠.‏ بين أنه من آجل كل + من © ١‏ [ حب ان 


159 


ف 


بكل × من 8 العدد الحقيقي الموجب تماما لر حيث ( )1= ×. 
من أجل كل × من 1 و من أجل كل بر من ]= +:0[ء ( )م - ر يعني (/) 
2. الرمز ”© 
| خاصية: من أجل كل عدد صحيح تسبي ٠‏ > ( ")10 
البرهان: من أجل كل عدد صحيح نسبي ۸ لدينا: ”=(ء) ها >( "12)6 
لدينا إذن؛ من أجل كل عدد صحيح تسبي «رء ”»- ( 7) م5© . 
اصطلاحا نرمزء من أجل كل عدد حقيقي × إلى ( )م2 بب “6. 


من أجل كل عدد حقيقي >دء (=e‏ :)م6 
قرا *ع: * أسية × *. 


3. بعض خواص الدالة الأسية 
من التعريف و باستعمال الترميز *» نستنتج الخواص التالية: 


خواص: 
(1) من أجل كل × من 12 0< *©. 

(2) من أجل كل د من 7 و من أجل كل ر من ]مه +:0[ء “= ر يعني ( بز)ها- ٭. 
(3) من أجل كل × من 8 › ×=( *ع)ها. 

(4) من أجل كل * من ]-+:0[» 


>-(10)1 ومنه 


-(©)ه! ومنه مع 
خواص أخرى: من أجل كل عددين حقيقيين ۾ و 5 لدينا: 
(5) = *» يعني (-ه. 
(6) *م> e‏ يمني م>ه. 


البرهان: 
e" = ٠‏ يعني (“م)ماء (“م)ما أي ضدم. 
اه > e"‏ يمني (*م)ما>("م)ما أي م>مء 

ملاحظة: الدالة الأسية متزايدة تماما على 8 . 


المترا ای < 0م 


ت ( ”<1 


)0 تعني 1- 28 - 3- ×3+ × أي 2=0- ×+ × و لهذه المعادلة الآخيرة حلان هما1 و 
مجموعة حلول المعادلة (1) هي إذن (2:1-] = &. 

2( تعني 38-1 < 3+ ×5 أي 2-< ند. 
مجموعة حلول المتراجحة (2)_هي إذن ]»+:2: 
تمرين محلول2: حل المعادلة و المتراجحتين التالية: 
ID ) oS (2) . m= )(‏ 


| طريقة: 

| ه٠‏ لحل المعادلة ‏ -أ”" حيث 2<0 يكفي حل المعادلة (2)ها > (*) ٠1‏ 

| » لحل المتراجحة ‏ < '“"ء حيث 0 < 4 يكفي حل المتراجحة (2)ها <( :) /1: 
الحل: ١‏ 


= :د. مجموعة الحلول هي إذن إقطنا]|-ى, 


(1) تعتي 1-103- ×2 أي = 
من أجل كل +« من 8]» 0< 2**» و منه 5-<6**2©. مجموعة حلول المتراجحة (2) هي إذن = 3 
(3) تعني 2<103+ × أي 2-(3) 1< *. مجموعة الحلول هي إذن ‏ ]م +:2-(12)3]- 5.. 

| تمرين محلول3: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 

| 00 2دزد )مد و )2( 1042-2 


الأعداد الحقيقية التي تكون الدالة ١‏ معرفة من جلها مع 0 <( *) » ثم نحل في المجموعة 0 
رعلى التوالي >٠“‏ ( ) ا 


1 1 
الحل: (1 هي مجموعة الأعداد الحقيقية :د بحيث 0 <1- +2 أي > »و مته +| عم 


ا 


من أجل كل بد من 2ء (1) تمني #عب 1- بد أي اك = بد. مجموعة الحلول هي إذن 


من أجل كل × من ٠12‏ (2) تعني 5٠‏ 1- 2۲ أي اك > بر. مجموعة الحلول هي لن 


ا 3 
14 


1. الخاصية الأساسية 
| خاصية: من أجل كل عددين حقيقين ۵ و 8 ٠‏ “= قفي 
اليرهانة 

لإثيات أن / 27 0< 8 يكقي أن نثبت أن 8 ۸= »هما 
الأعدد “ما. "ع و e”‏ موجبة تماما. 

)ها و لدينا من جهة ثانية م/+4-( أء) ما+ [ “)ها - [ *6”»)ما 


ومنه (#متم) ماد ( ***م) ما إن "۵= تتم 


تقول عن الدالة الأسية أنها تحول مجموح إلى جداء. 


مالاحظة: يتم تعميم هذه النتيجة إلى عدة أعداد حقيقية و هكذا يكون لدينا: 
من أجل كل أعداد حقيقية ,4٠.4:...؛‏ ,6 *6, 
2. نتائج 


انتيجة1: من أجل كل عددين حقيقيين 2 و ٠8‏ 


i 


البرهان: 
* من أجل كل عدد حقيقي © لديتا: 


* من أجل كل عددين حقيقيين ۾ و 5 لدينا: 


5 | نتيجة2 من أجل كل عدد حقيقي » و من أجل كل صحيح نسبي 1“ 
العددان "(*“») و ٠”‏ موجبان تماما. 

ادنا من جهة: = )٤(‏ مط صم - (*») م« =| "(“») | ا و لدينا من جهة ثانية: 

4 5 “(=e ئن‎ N 2 

عتما )= ع , 


كماجل 5 


1. (1) تمن 5- 7** اع آي 5= *ء و هذا يعني 1-105-+3 أي 


مجموعة حلول المعادلة (1) هي إذن: إتطخمم م 


3 
ae‏ ي 
1 5 5 ا 1ے ے ا( 0 
CF2‏ تشي و < مع لان 0 1* ”ع 5 5720000 - 


۾ أي )4> × و هذا يعتي 1۸2-< ب أي 122> ×. 


مجموعة حلول المتراجحة (2) هي إذن: [٠:1۸2]‏ = 5. 


تمرين محلول2: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 
e* -e*-6=0 )(‏ و (2) -e*-6<0‏ ىن 


طريقة؛ لحل معادلة من الشكل 0= ع+ "56+ ى أو متراجحة من الشكل 0< +٠‏ *عمط+ *مم: 
ه٠‏ نضع ۵= × ثم نحل المعادلة 0= + ×+ 2 له أو المتراجحة 0< + 06+ 3 له. 
٠‏ نعين قيم :د انطلاقا من العلاقة "= ١‏ 


1. بوضع *4- ١‏ نحصل على المعادلة ذات المجهول ١‏ التالية: 6=0- 
الدينا 25 = 4 و منه حلول المعادلة 0 - 6- X*-×‏ هما: X'=-2‏ و 3= 
e‏ لا تقبل حلولا لأن 0< *©. 
© تعني ۸3ا= ×. 

مجموعة حلول المعادلة (1) هي إذن: [3ها] - 5:. 
2. بوضع "+= 15 نحصل على المتراجحة ذات المجهول لد التالية: 0 < 6- ×-* كر 
اللمعادلة 0= 6- 1 * × جذران هما 2- و 3. و بالتالي فإشارة 6- >-> هي كالآتية 


5 3 2- = 2 
سرحو X?-X -6 RE TOT iar‏ 
خلول المتراجحة 0 < 6- ۴ار ١‏ هي إذن الأعداد الحقيقية كر بحيث: 2-> × أو 3< 

٠" >-2 »‏ لا تقبل حلولا لأن 0< *۵. 
ه 3<“ تمني 03ا< ×. 
مجموعة حلول المتراجحة (2) هي إذن: ]= +;173[= 
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خواص: نهاية الدالة * مجه * عند «م+ هي + و نهايتها عند مم هي0. 
Jime =+ (1)‏ و )2( 0= “موزل 
البرهان 


© تقبل دون برهان الخاصية (1) ٠‏ 


ه من أجل * من 12» نضع += + و منه چ 


E ê لع‎ 


و من الخاصية (1) لدينا: + = ( “ء) im‏ و هكذا فإن 0= lim‏ . 


و بالتالي فإن» حسب المبرهنة المتعلقة بنهاية دالة مركبقه 0= ”© صا ٠‏ 
2. مشتقة الدالة الأسية 
خاصية: الدالة الأسية قابلة للاشتقاق على 8 و لدينا من أجل كل + من :6=( 6&| 
اليرهان: نعتبر الدالة ۶ المعرقة على 5# ب [( *)م© ]ها >( *) ١‏ ۴ 


تلاحظ أن 1۸۰١‏ = / حيث ( ند)ميت جر ٭:1۔ 


1 50 عام ر 
اال ار یں الاشتفاق على 8 و لدينا من أجل كل »د ۵ رمي چ و 17 

exp’(x) 
E ۰۴ فطم من جهة ثانية أن ×=( )"1 =( *) / و منه 1=( ۲)'/ و هكذا فإن من أجل كل × من‎ 


۽ هذا يعني آن *+- ( ×) ×=( ep)‏ . 

نتاقج: 
» الدالة الأسية متزايدة تماما على 1# لأن من أجل كل × من >0< “#. 
٠ه‏ دالة أصلية للدالة *» جم بد على 12 هي الدالة "ع جا + نقسها. 
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1. +=)3+ ع2 ) lim‏ و بما أن «م+= e‏ ”ال فإن صمب = e‏ صل و منه ممه =( 


مص (3+ 2-) ہنا و بما أن 0= e‏ صل قإن 0= 
2. الدالة / قابلة للاشتقاق على 12 و لديتا من أجل كل × من 1ء “"26-=( »)' . 
» فإن من أجل كل × من ٠32‏ 0 >( )” كز 

إذن الدالة / متناقصة تماما على . 


e‏ صل و منه 2-(») رسال 


e +1 
e 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على “۴ دچ =( )و لیکن( ع) مکی ا 
1. عين نهايات الدالة /. عند أطراف مجموعة تعريفها. استنتج المستقيمات المقاربة للمنحني ( )) . ر 1 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. أرسم المنحني ( )) في معلم متعامد و متجانس. 
الحل: 1) 5 


» لدينا 0= € 112 و منه 1- 


.lim 


طم أن 1> ”© يعني 0 > × و 1< “» يعني 0< نر 

و يالتالي حه - ( ) دنا و ص+=(+) 
يقبل المنحني ( )) ثلاث مستقيمات مقاربة معادلا 
e =0‏ اسع تر واه ر 


2) / قابلة للاشتقاق على المجالين ]5:0-[ ]= +:0[ 


متناقصة تماما على كل من المجالين ]0 :--[ . ]* +:0[ ٠‏ 
. ملاحظة: يمكنك إثبات أن الدالة / فردية. 
د 5 
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.اسة دالة ,دمع 
1. النهايات 
لدراسة نهاية دالة 4م تستعمل المبرهنة الخاصة ينهاية دالة مركبة. 
مثال: 
تعتبر الدالة / المعرقة على +1 يب ***-»-(:) /ر- 
ییا صو (2+ ع ) وول و مان مم له ورا فين سوت ب وز أي سرد( )روا 
ه ینا صص=(2+ ت) زا و بما أن 0= أت ستل فإن 0= ء صنل أي 0د(ع) / صنل 


2. اتجاه التغيرات 


خاصية: إذا كانت ١‏ دالة معرفة على مجال / فإن للدالتين 1١‏ و © نفس اتجاه التغيرات 
على المجال 1 
البرهان: 


نطم أن الدالة * مام * ة تماما على المجال 72 . إذن حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة يكون 
الدالتين ١‏ و :مع نفس اتجاه التغيرات على المجال 1. 
مثال: 
انعتبر الدالة / المعرفة على 8 بب 3" - (*) /ر. 

تلاحظ أن ٠×٠١‏ = / حيث » هي الدالة المعرفة على ۲8 ب 3-1 ×=( *) 1 

يما ان الدالة » متناقصة تماما على المجال [0:---[ فإن الدالة /. متناقصة تماما على المجال[0:-[+ 

يما ان الدالة # متزايدة تماما على المجال ]--+:0] فإن الدالة / متزليدة تماما على المجال ]> +:0]- 
3. المشتقة و دوال أصلية 
خاصية: إذا كانت دالة قابلة للاشتقاق على مجال / فإن: 
٠‏ الدالة ×١‏ قايلة للاشتقاق على / و لدينا من أجل كل × من ٠1‏ 


- (exper) (x)= (x Je"? 
1 الدالة “٠ج × دالة أصلية للدالة ع( )“رجز × على‎ ٠ 


البرهان: 
٠‏ يكفي تطبيق المبرهنة المتعلقة يمشتقة دالة مركبة- 
٠‏ يكفي حساب مشتقة الدالة (" "م م( د. 
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5 3 58 
“)كمي لك بجو جم سكم 


ع 2 50 ع ٠.‏ 
اک دن کر ميري جد دو ج ٢‏ ۴(-)=۵ ٭ 03 )ہی د كم 


mo pr gf x ¥ 


٠. xe? لبا جوع‎ Crm 


)سك عبد EA a (y)‏ ند qer 0(2) reê‏ جد مص وتاج 
PE ||‏ جو يد ل e‏ 6 6 ر[ 


جم مم فى Mf o<‏ 


جم ب صو مم صن 


وي 


T OE .إن | لدجم‎ A EO arn em EEA mar (v) rf ery 7 
1 p(s), تريس ف‎ ehe ل بمج جيم‎ 


قبطن جاعم إن ) م ع ل (د )ع عزفي +1( يدص رومس ل يوس عم DT:‏ وم 


ال )*(= rac‏ دميقى عفد «إو نجسل جع جومم عم جمد مه يومد 

اشر 

شام حبه مد ١‏ اش ہم )= ب ج ا زج جو ) عسوم ٠‏ 
تمر )دو “hef‏ 

ہہ ده ص لتقام دو مده ترس )= ی انلجس ) عسوم . 

5 ا 


E 
0 لقي سبد‎ 


الجزء الأول 
اتعتبر الدالتين / و ج المعرفتين على المجال[0:900] كما يلي: 

9 7 زب ) ىا اسن 22/15 

1. بين أن الدالة / دالة أصلية للدالة ج. 


2. نعتبر الدالة / المعرفة على المجال [0:900[ بب 


لك دروم 


» أدرس نهاية الدالة /عند0, 
» أدرس اتجاء تغير الدالة / ثم بين أنها تقبل قيمة حدية صغرى / من أجل قيمة 0 للمتغير. 
قي المعلم المتعامد المقابل رسمنا المنحنيين ( +")) و )١,(‏ الممثلين 
للدالتين م و / كما رسمنا( (7) المستقيم ذو المعادلة 5 
3. بين أن المنحنيين ( ,')) و ( ,")) يتقاطعان في النقطة ( 4:0) 1 
4. حل في [0:900] المعادلة 45 = ( *) ج و ليكن م حلها. 

5. بين أن المعادلة 45 =( :) / تقيل بالضبط حلين ,د و ."د في 


[0:900[ (ء > ,*) . عين المدور إلى الوحدة لكل من ,× و يئام 


6.بين أن (0) /= + ((») و-كه) | . 


7, عين على محور الفواصل الأعداد ٠‏ ,كد »> ١,‏ وول 


الجزء الثاني: 

يمكن أن يبلغ إنتاج إحدى الورشات 900 وحدة يوميا. 
كما أن مصاريفها الثابتة اليو ار ب 7500/34. 
كل المنتوج اليومي يباع بحيث أن ثمن الوحدة هو 45/(/4. 


من أجل كل “د من[0:900[ ؛ تمت نمذجة الكلفة الهامشية ل × وحدة بد (::) #- (:<) ٠©‏ 
1- بين أن الكلفة الاجمالية للإنتاج اليومي ( *) © معرفة بب (») /ر- (*) € 
2. باستعمال نتائج الجزه الأول استنتج الحيز المستوي الذي تمثل مساحته المصاريف اليومية الثابتة, 
ا( يتم تظليل هذا الحيز في الشكل السابق ). 
: 3. ماذا تمثل القيمة ( ۸)١‏ ؟ 
4. برر» ياستعمال الثمثيلات السايقة » أن ريح الورشة يكون موجبا غندما يكون الإنتاج محصورا 
5. أحسب الريح المحقق على إنتاج الوحدة 401( التي رتبتها 401 ). تعطى قيمة مقرية | 
ا لا لمي دتري ت يدنس ری الل . 


نعتبر الدالة / المعرفة على ٭ ببة ا+ءد(ع)ار 


eH 
. 1١ر١ و ليكن ()) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( /., /: 0) حيث وحدة الطول هي‎ 
بين أن الدالة / فردية. ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني ( ©) ؟‎ .1 


1 2 
2. + بين أنه من أجل كل × من 8» e‏ دا 


* استنتج نهاية الدالة / عند +. 


3 > بين آنه من أجل كل »د من ٠8‏ | +1- :د (ع) f‏ 


e“+ 
.+ بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 1- ×= ر مستقيم مقارب للمنحني ( €) عند‎ * 
. )4( حدد وضعية المنحني ( ')) بالنسبة للمستقيم المقارب‎ > 

4. أدرس اتجاه تغير الدالة / على المجال ]مه+:0] ثم شكل جدول تغيراتها. 

. عين معادلة لب (4) مماس المنحني ( ')) عند النقطة التي قاصلتها 0 . 

6. أرسم (4) ٠ )4( ٠‏ (/4) و )١(‏ حيث (/4) هو المستقيم المقارب للمنحني ( ©) عند ه-. 

7. عين دالة أصلية للدالة / على 12 ثم أحسب ب «ء مساحة الحيز المحدد بالمنحني (©)» المستقيم (4) 

و المستقيمين اللذين معدلتاهما 0= × و1 ×. 


- متتالية تتضمن الدالة الأسية‎ 4 ê 

الجزء الأول: ‏ ننتبر المتتالية العددية (,/4) المعرفة على | بحدها العام كا يلى؟ ٠‏ د 
1 

1. أدرس اتجاه تغير الذالة / المعرفة على المجال ]+ +:0] ب " )»(=¢e*‏ ر 

2 استتتج اتجاه تفير المتتالية (,:4) . 

3. بين أن المتتالية ( ,) هندسية يطلب تحديد حدها الأول و أساسها. 


4 تضع من أجل كل « من 4ل ,11+ ...+ ,1+ = رأ 


٠ه‏ أحسب .,؟ بدلالة 7. 


)1-1"( عين المدد الطبيمي ۸ بحيث يكون‎ ٠ 
٠, الجزء الثاني نضع من أجل كل « من ۰-۸ (./)هاء‎ 
؟ حدد حدها الأول و أساسها.‎ )٠ , ( ما هي طبيعة المتتالية‎ .1 
عبر بدلالة ؛, عن المجموع $ علما أن ...+ ۷ ۷= م3‎ .2 
عين العدد الطبيمي «د بحيث يكون 1 = 54ء‎ .3 


9 موضوع محلول 
١‏ تعر كاله المعرفة على 1# ب: سومار 
1.احسب تهايتي الدالة ر عند م و عند . 
2.أ- احسب ()'“ر حيث '/ هي الدالة المشتقة للدالة / , 
ب- ادرس إشارة ()”/ و شكل جدول تغيرات الدالة “ر. 28 
3. نرمز ب (2) إلى التمثيل البياني للدالة /. قي المستوي المتسوب إلى معلم (,7:©) 
أ بين أن المنحني (2) يقبل المستقيم (/ الذي معادلته ×= ركمقارب مائل عند مم+ » و يقبل المستقيما 


ب- ادرس وضعية المنحني (©) بالنسبة إلى كل من (1 و 12١‏ 
4. بين أن المنحني (6) يقطع محور الفواصل في نقطة واحدة فاصلتها © حيث ]3-:4-[ >» . 
5. ارسم (2). 

4 he 


6. أ -عين العددين الحقيقيين » وم بحيث يكون من أجل كل عدد حقيقي + : + | 


ب- استنتج دالة أصلية للدالة / على 8 . 
ج- احسب المساحة 4 للحيز المحدد بالمنحني (©) و المستقيم 1 و المستقيمين اللذين معادلتاهما 


0= و ا 


/)x(<0 لاحظ أن‎ ٠ 


٠ (=‏ الدالة /. متزايدة تماما على 8 . 
٠ (‏ لدراسة الوضعية ادرس إشارة 


3. أ- يعفي أن تبين أن 0- [:- (2)/] اا الفرق [» - ()/] و إشارة 

و 6 زوجي - وم/] سل الفرق [(4 + >) - ()/] 

ب- الفتحني (©) قوق (/ و تحت '(/ 1 
5. انظر الشكل 2 «الدالة / مستمرة متزايدة تماما 


على [3-:4-] » 
JI(4/(-3)<0s‏ 
٠‏ لاتتسى أن تحسب اچ 1 


6. 4=( و )4=( 


| الجزء 4 : َ 
المتحني (2) قي الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة /رمعرفة على [72-10 في | 


1. اقرا بيانيا نهايات الدالة / عند أطراف مجموعة التعريف. 
2. حل بيانيا كل من : 
)تعر ب)ا<لمر 
eT+x 0‏ 
الجزء 8 : نقبل أن الدالة /ر معرفة على ب * 1ت 


/0- 


1. أل تحقق أن := (م)ر 


ج 
ب- تقبل أن مم+ = اذا »جد من جديد إذن (×)/ ٣ا‏ ا 
00 بر و e‏ 0 

2. أ- ادرس » حسب قيم × إشارة (1- ") e‏ 
0 ارچ ة1 = ع 

1= 5 
3.- بين أن 0-[+ وم)ر] lim‏ 0غ 

اب- ماذا تستنج ؟ 7 
4. ادرس وضمية المنحني (2) بالنسية إلى المستقيم الذي معادلته x‏ = ل ا 0 ١‏ 

€ | 


إرشادات 


۸ 1. المطلوب حساب أربع نهايات. 
2. أ- لتحظ قواصل نقط تقاطع المنحني (©)مع المستقيم الذي معادلته 1= ء 
اب- عين فواصل نفط المنحني التي ترتيبها أكبر تمام من 1 
8 .1, أ- ضع ٠"‏ كمامل مشترك في البسط و في المقام أو استعمل الميارة المقترحة لتصل إلى الاد 
اب- استعمل العيارة السابقة 


3 كل هذه المتزاجاهة يؤول إل حل 0 < ۳-۱ .استسل جدولا للإشازة و نتيجة 
3. ب- فكر بالمستقيم المقارب المائل .(لاحظ أن معادلته معطاة في السؤال0)4 


الدالة ا للمتغير الحقيقي × : 
+f (x)=e*(1‏ 


=e 6 


(=e E 
f (x)= (4 


.f(x)=e#-e" (6 (=‏ 
97 حي +1 المعادلات التالية: 
1( 2=“ €" 


حل في 12 المعادلات التالية: 


1 (2 e 


حل في المعادلات التالية: 
In(2x*)=0 (2 2Inx =9 (1‏ 
3( 0د زر+ #دد)ما 4( 1)=4+ In‏ 


حل قي € المتراجحات التالية: 


e“z>-1 2 <3 0‏ 3) 5< مت 
کک الجملة التالية: 
[2e"-e* =e‏ 
le" +2e" =1‏ 
€ حل ني 18 المتراجحات التالية: 
01ح" 2( e"z-1‏ كدت 
|| حل في * المتراجحتين التالية: 
) قد نوت تاصنم 


3 “مرك م 4 0,05“ e‏ 
[[ حل في 7# المتراجحتين الثالية: 
In(x+1)<2 (1‏ 2) 2:(<3- 


5 


In(3x+2)=1 6 


في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تغريف 


“هو تهو- ق ع ركعت 
“)رتم7 
21e”‏ 
C°=(2e +e)‏ 


*(وجة)- (2- )=2 
)من أجل كل عدد حقيقي × بين ما يلي؛ 


[1 حل في + المعادلات التالية؛ 

e-2" =1 © e™ -4¢" =0 (1 
e +30" =-1n2 (4 20 +30” =0 (3 
حل في *: المتراجحات التالية:‎ 8[ 

1-e“ >0 (1‏ 2) 250+ 
e*-2< 6‏ 0 ا 
01 اي سر -3- دم 


3( دعيو عت 4( تود “اماج € 
8 اي +1 المعادلة 0 -44-5- + 
2.استنتج الحلول في 12 لمعادلات التاليةة 

31n 2 )‏ = زلديما+(ة- ما 
ب) (na) —4lnx-5=0‏ 

ج) مك سه e"‏ 

للم حل في +1 المتراجحات التالية: 
) 0<ه- 2 كن 


(e*-1)(e"-3)>0 (3‏ 
1. حلل كثير الحدود 8+ 7-6 × 
2. حل في 12 المتراجحة: 8- 30< 307- كم 
1. تحقق من أن 
2X°-X?-2X +1=(X +1(X-1(2X-1)‏ 
2. خلافي 2 المتراجحة : 0 <1+ 20# - *2ى- “26 


20 


[) حل قي +1 المعادلة: 2-0 +/5- */2 


1) حل قي 12 المعادلة: 0= /3+ 2-77 


و3 + :782 * 


lInx-21n 


في كل حالة من الحالات التالية نهاية الدالة / 


و عند صمب 


) "ع - زد)/ 2( دار 
/(x)=e"+e* G‏ 4( جم (x)=‏ / 
أردالة معرفة على 8 ب "6+ "م +1=(×) كر 
اية الدالة أ عند دم و عند +١‏ . 


f(x)=e 


/ دالة معرفة على ٭ ب" - 
1.ادرس تهاية الدالة ر عند هم . 
2. أ- تحقق آنه من أجل كل عدد حقيقي 1: 
ال 1" 
اب-استنتج نهاية ر عند + . 
٠‏ في التمريتين من 29 و 30 ادرس نهاية الدالة / 


e=1 25| 


ا+عم2 


-(:د)“رء عندحم و علد مه 


00 
م مدل lim‏ 6[ ( 
2+e" E)‏ 
َل نعتبر الدالة ل المعرفة على ۴ بب : 
e-1‏ 
ا 
1.تدرس نهاية / عند -- .فسر النتيجة بيائيا. 


2.بين انه من أجل كل عدد حقيقي 
استنتج نهاية / عند +٥‏ . قسر النتد 
أ[ /ردالة معرفة على "۲ ب 
1 اصب ()ر ال و (5)/ اا 
2. بين أن المستقيم الذي معادلته | - × = رر مقارب لمنحني" 
الدالة كز عند ممه . 

3.بين أن الدالة ل فردية. 

+أ- استتتج (+)/ ہنا و ()/ سال 

ب- استنتج أن منحني الدالة /, يقبل مستقيما مقاربا مائلا 
عند م يطلب تعيين معادلة له. 

"ردالة معرفة على 2 =2x+1-e* i‏ )1 0 
1. بين آن المستقيم (/ الذي معادلته 2+1 = رر مقازبا 
للمنحني (") الممثل للدالة ار عند + . 

2. ادرس وضعية المنحني (©) بالنسبة إلى47 ٠‏ 

“ردالة معرفة على چ ودجو +ء-< (ع)ل 


بين أن المستقيم (/ الذي معادلته >-2 > در مقارب 
للمنحتي (")) الممثل للدالة / عند + ٠‏ 

٠.‏ في التمارين من 36 إلى 42 احمسب للل مش 
٠‏ اللدالة / على المجال ٠1‏ 
J(x)=xe"‏ ` 
7 ل ا 
‘I(0 =(F+x+1)er‏ 
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=k “J (*)=(e-1)( (+2 5‏ 
5 كر دالة معوفة على 8 ب : * +1+« - () ل 
1.لدرس تغيرات الدالة “ر. 

2.ادرس نهاية الدالة / عند مم وعند + . 
3.شكل جدول تغيرات الدالة ر . 

كي 4.أنشئ في معلم متعامد التمثيل البياني للدالة كر 
mH‏ ر دالة معرفة على ]-م+:0] كما يلي: 


(x)= ا‎ 


1.- ادرس تغيرات الدالة ار . 
ب- ادرس تهاية الدالة / عند + . 
أ- بين أن المنحني (”)) الممثل للدالة /.في معلم يقبل 


مستقيما مقاربا (/ عند +٠١‏ يطلب تعيين معادلة له. 
ى- ادرس وضعية المحني [”)) بالتسبة للمستقيم (/ ٠‏ 
3.أرسم المستقيم ( و المحني (©) - 


3 


بع دالة معرفة على 8 ب 


جين أنه من أجل كل 8| ٠×6‏ 


ين نهاية الدالة ر عند م و عند ممه . 


3. احسب (ند)'/رو ادرس | 


4. شكل جدول تفيرات الدالة /ر على 7 


8 “.دالة معرفة على 8 ب 


40+3 
)2+1 
و()) المنحني الممثل لها في معلم 

1.لماذا المستقيمين .4 و(/ اللذين معادلثاهما على الترثيب 
كدير و 2= ر مقاربان للمنحني (٣)؟‏ 


/)0- 


. × احسب (×)'/ من أجل كل عدد حقيقي‎ -.2 J 


ج- ارسم ۸ > 2 و (6). 


تعتبر الدالة ر 2 
1 يدر 7 
1.أ- عيين نهايتي عند -- و علد + 
ب- بين أن المستقيم © الذي معادلته 4+ ج 
مقارب للمنحني € الممثل للدالة ر عند مم . 
ادرس الوضعية النسبية ل ,© و ® . 

ج- بين أن ,© يقبل كذلك مستقيما مقارباً۸ عند + 
يطلب تین ممادلة له؛ 

2. بدون حساب المشتقة ٠‏ ادرس اتجاه تغير الدالة كر . 

3.بين أن ,© يقطع محور الفواصل في نقطة واحدة.أعط 1 


مدورا إلى 0,1 لفاصلة هذه النقطة. 


قي التمارين من 48 إلى 51 ؛ احسب الدالة 
المشتقة '/ للدالة”/ المعرفة على 
) تسد وي م E(x 1e2‏ 
لدوم م "2-1 )=( 


000 لمج )ضار ا 


إل بدون حساب المشتقة » ادرس اتجاه تغير الدالة على 


المجموعة المعطاة 

=x+2+e™ (|‏ وار على 8 
J(0 =-x+e™ (2‏ على 8 
م عد /(=-e‏ على * 


على ]مه +:9[ 
على +1 


م عمبطدور 
8 
و +e‏ مود وار 
/ دالة ممطاة بجدول تغيراتها 
أن 0= )7 


1.استنتج تغيرات الدالة # المعرقة على *7 يب : 

قا د زواع 

2. حتد القيمة الحدية للدالة & ٠‏ 

3. عين تهايتي الدالة ج عند مم و عند + 

4.شكل جدول تغيرات الدالة بم ٠‏ 

[ نتن / دالة معرقة على 2 ٠‏ تمثيلها البياني معطى 
قي الشكل التالي »و محور القواصل مقارب للمنحني © 


عند ص . 


1. أ- بقراءة بيائية ٠‏ عين نهايتي '/. عند -- و عند + 


ب- استنتج نهايتي الدالة بم عند م و عند + 
حيث [(ند)ر ]ميت جا × :۾ 

2 حل بیائیا : 0 > (د)ر ثم ۸(2<0)/ ۰ 
ب- استتتج حلول 1= (<)م ثم ! < (80 . 


3 شكل جدول تغيرات /. ثم جد 


إل تغيرات ع . 


دراسة الدالة /المعرقة على © 


“د ضع 
ارسم القطع المكافئ الممثل للدالة في معلم متعامد 

و متجائس وأعط تقيرات م . 

2.مستعملا الدالة 
أ- ادرس تغيرات گر 

ب عين نهايتي كر عند د و عند د4 

ج ارسم المنحني الممثل للدالة /.في نقس المعلم, 
ادرس تغيرات الدالة المعرفة على باستعمال المشتقة 
e‏ عت د رار 2 تم 3د زور 


f()=e-2x+1(1 

J()= +e ™™ (2 

J(x)=e*-2e* +1 (3 

4( )1+ 00م)3 - زمار 

انعتبر الدالة / المعرفة على *1 ب : 
سرك + )ماد )ل 

1. احسب مشتقة الدالة / 


2.استنتج دالة أصلية على 12 للدالة م المعرفة ب : 


)م 


1 
تع( -م) د ار 
.١‏ احسب مشتقة الدالة / 


2. استنتج دالة أصلية على 78 للدالة ب المعرفة ب : 


Ir Nn 


&(x)=0,03 5‏ 
[] نعتبر الدالة /, المعرفة على | بة 
(2x+3)e?‏ - )ل 

ج الدالة المعرفة 1# على ب : 
g()=(ax+b)e™‏ 
۾ و ۵ عددان حقيقيان 

عين 4 و 8 حتى تكون الدالة جم أصلية على 12 للدالة أ٠‏ 


١ 
1 (+e ade (3 


ممثل لدالة /ر معرفة و قابلة للاشتقاق على [0:4] 
يشمل النقطة (4)0:2, و يقبل مماسا أفقيا عند النقطة التي 
فاصلتها3. 

عين العددين © و١‏ «الصور (3)/. و (4) في كل حالة 


f(x)=ax+be" (2 lax + be“ (1‏ 
تعتبر الدالة / المعرفة على 7# ي : 
4e"‏ 
2 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجائس (/,/:0©) 
هي النقطة التي إحداثياتها (2 2:10 10) 
1.عين العددين © و ۵ حتى يشمل المنحني الممثل 
للدالة ار النقطة:/ و يقبل في هذه النقطة مماسا موازيا 
لحامل محور الفواصل . 
2 ادرس تغيرات الدالة/. المحصل عليها. 
()] نعتبر الدالة /ر المعرفة على ۴ ب : 
f(x‏ 


f()=ax+b- 


e“(e“+a)+h 


حيث © و ۵ عددان حقيقيان 


E / تغيرات‎ 

0 22 3-5 
AD) 0 
OE ی‎ 


انتضب 7/1 بدلالة ©. 

2- عين 0 و 8 مستعينا بالمملومات المتوفرة قي جدول 
التغيرات. 

ب- احسب (0)/, و عين نهاية /. علد ممه 

ج- أنقل ثم أكمل جدول التغيرات. 

3.حل في ا[ المعادلة 0 = (1)/. .قسر بيانيا النتيجة. 
4.استعن بجدول التغيرات لحل: 

) 2-4(/ ب) مكدوار 


ع 
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1 -الدالة /رقابلة للاشتقاق على 
بار إلى دالتها المشتقة 
لصب (:<)'/. من أجل كل عدد حقيقي 
2.استنتج أن الدالة / متزايدة تماما على ]ده +:0 
دعين 00/ ورا 

4.أ- شكل جدول تغيرات الدالة / على ٠]‏ 
أنه يوجد عدد حقيقي وحيد © حيثا 
أعط إشارة الدالة / على ]+ :0]. 
5.أ-انقل ثم أتمم الجدول التالي(تعطى القيم مدورة إلى 
1000 


x 1,32 | 1,325 | 3 


10 
إلى 107 حيث 0 = (6)/, 


ب- استتتج قيمة © مدورة 

الجزء2: 

1. نعتبر الدالة بم المعرفة على ]ه+0] ب : 

g()=e-In(xr+4) 

أ- الدالة > قابلة للاشتقاق على المجال ]+:0] ؛ نرمز 

ب" إلى دالتها المشتقة 

احسب (+)'چ من أجل كل عدد حقيقي × من ]م +/0] 

ب- ادرس اتجاه تغير ج الدالة على ]مه +:0] (استعمل 

نتائج الجزء!) 

2.احسب التكامل oa‏ أعط قيمته المضبوطة ثم 
0 


قيمته المقربة مدورة إلى 10 
[2] نعتبر الدالة / المعرفة على 1# ب : 
=e“(e* -2)‏ وار 

1 . احسب نهايتي الدالة /ر عند مم و علدص+. 
2,ادرس اتجاه تغير الدالة ل ٠‏ 

3.اكتب معادلة المماس ('1) للمتحني (6) 
e‏ النقطة التي فاصلتها 102 2 
4.ارسم (7) و (©) في معلم متعامد 


Oj) 


5. أ- جد دالة أصلية للدالة / على 8 
ب- احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحني (©) و محور 

الفواصل ومحور التراتيب. 

[] نعتبر الدالتين “رو ج المعرفتين على [2:6-] ب : 
دور زا كن + ردجي د ومع 
1. ادرس اتجاه تغير الدالة /ء استئتج إشارة رمن كل 

عدد حقيقي »من [2:6-]. 

2 بين أنه من كل عدد حقيقي × من [2:6-]: 


71 


نج اتجاه تغير الدالة بم . 

3.ليكن (2)) المنحني الممثل للدالة ‏ في معلم متعامد 

و متجاتس ([,0:1) (الوحدة #«10)» و ليكن 4 المستقيم 
الذي معادلته 2+ - بر , 

ادرس وضعية المنحني (۴) بالنسبة إلى المستقيم 4 . 
4.ارسم (©) والكء 

5 انعتبر الدالة/. المعرفة على 7# ب : 


(= 


TSE 


تحقق أنه يمكن كتابة (1)/. على ا =()/ 


سمي (©) المنحني الممثل للدالة /. في معلم متعامد 

و متجانس (/,/:0) (الوحدة )1٥«‏ 

1.أ- عين نهايتي الدالة /ر عند و عند ص . 

ب) احسب (<)'ر و استتتج اتجاه تغير الدالة ر . 
ج- شكل جدول تغيرات ٣‏ ۔ 

2.عين معادلة المماس (4) للمنحني )١(‏ عند النقطة التي 
فاصلتها 0 . 

3. مثل النقط التي قواصلها 2- ١‏ 1 
ارسم (ى) و (©). 

4.نعتبر المتتالية ,,. ( 7) المعرفة يحدها العام كما يلي: 


4321م 


کے 
Ste‏ 
1 كاهو إتجاء ی ا( 


m= fm) = 


5.نعتبر الدالة € المعرفة على 8[ 

أ- أصب ()6 

ب- استنتج دالة أصلية "/ للدالة /رو التي 

.×=0 

|70 کا | 

نعتبر الدالة” المعرفة على [0:12] ب : 
)900( - زيم 

الجزء۸ : 

1. نعتبر الدالة / المعرفة على [0:12[ب : 

[ضمم]ماعوم/ر 
بين أن : (2 - )1 ,0- ندما + (900)ها = )ير 
2. ترمز ب '/ إلى مشتقة الدالة /..بين أن : 


--10 ىن 
10 =( 


3.ادرس إشارة من اجل كل عدد حقيقي × من[0:12[ثم 
شكل جدول تغيرات الدالة / على [0:12[. 
4. نرمز ب '/ إلى مشتقة الدالة 7. عبر عن 
بدلالة" ثم بين أن (6)3/. (2)” لهما نفس السار 
من اجل كل عدد حقيقي × من[0:12[. 
5.استنتج تغيرات الدالة ,على [0:12[. 
6.من أجل أية قيمة × الدالة / تقيل قيمة حدية 
عظمى؟احسب قيمة ر مدورة على الوحدة. 
الجزء 8: 
.بين أن الدالة ۸ المعرفة ي: 

مانفح رن | جعر)000ه- - R(x)‏ 

دالة أصلية للدالة, على [0:12] 

2.احسب القيمة المتوسطة ,بم للدالة ‏ على [0:12] 


5 
السترقة بء عن لوت" 
0 


تعطى أولا القيمة المضبوطة ‏ ثم القيمة ' 
بالزيادة. 


الدالتين “رو ج المعرفتين على ]م +:0] ب + 
ادمدوور و دومع 


e“ +1 


الدالتان /رو چې قابلتان للاشتقاق على ]0= +;0]- 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس (.0:1) 
1.الدالة ر ممثلة بالمنحني (©)في الشكل التالي: 

7 


آ- أعط معادلة للمماس لهذا المنحني عند النقطة 0 مبدأ 


ب- ارسم المستقيم 7 في المعلم (ثر,00:7) 
2.- احسب (0)چ 


ب- عين نهاية الدالة چ عند +١‏ ؛ أعط تفسيرا 
ات الدالة بم على و شكل جدول تغيراتها. 
د- ارسم التمثيل البياني"1 للدالة /. في المعلم (/,0:7) 


المجال حلا واحدا نرمز له ب 1 . 
آ- مثل في الشكل النقطة التي إحداثياتها (()/ :7) 
ب- بين ٠‏ بالحساب أن 152 - «7. 


3 
4. نعتبر العدد الثالي: ممم A= Î‏ 


آ- في الشكل السابق ٠‏ ضلّل الحيز من المستوي الذي 
مساحته(بوحدة المساحات) هي / . 

ب- لتكن الدالة 7) القابلة للاشتقاق على ]مه +:0] المعرفة 
ب :)1+ G()=3x-3In(e"‏ 

بين أن الدالة 6 أصلية للدالة على ]+;0]. 

ج احسب 4 


اءة البيانية تبين أن المعادلة ()# = (:) /رتقبل على 


1. بين أنه من اجل كل عدد حقيقي × من [4,20]: 
2)5 + :ج25 ,0-) - )ال 
2. استنتج اتجاه تغير الدالة ثم شكل جدول تغيراتهآ 
على [4:20]. 
أن الدالة ۴ المعرفة ب025**5مبره -ح (:) 17 " 
أصلية للدالة كر على [4:20]. 


3 
ب- اصب × ()/ | 
0 


الجزء 8: 


حيث × هو ثمن البيع لوحدة إنتاجية مقدرا بمتات الدنائير 
الدالة / المعرفة في الجزءة, تعطي الفائدة 


لتحقق فائدة عظمى؟ما هي هذه الفائدة ؟(أعط القيمة 
بالزيادة”) 

أعط تفسيرا بيانيا لهذء النتيجة. 
3.احسب القيمة المتوسطة للفائدة من _ 
أجل [4:20] ×٤‏ .تعطى النتيجة 


178 


الجزء هم 0 المعرفة على ]> +:0] ب 
-0/ 

نقبل أن الدالة /رتقبل الاشتقاق على هذا المجال. 

1.عين نهاية /ر عند ص+ .فسر بيانيا النتيجة. 

2.بين أن الدالة / متزايدة على المجال ]->+:0]. 


الجزء 28 
الدالة “ر هي الدالة * الكلفة الإجمالية " للإنتاج على 
المجال [0:14]بالدينار لمنتوج 
٣‏ تمثيلها البياني في معلم متعامد معطى في الشكل التالي: 
7 
18 


من أجل كمية ) للمنتوج ٠‏ مقدرة بالأطتان محصورة بين 
مرو4ء بده ثب 
كا ع OTR‏ 


من أجل كل ي من [0:14] 02 اتسمى الكلفة 


المتوسطة لإنتاج 4 طن من الملتو ج 
1.من أجل و من [0:14] »لتكن 0 النقطة ذات الفاصلة 4 
.من التمثيل البياني”1 لدالة ر 


المتوسطة 1 . 
9 


2.المؤسسة تبحث لتجعل الكلفة المتوسطة للا 
بقراءة بيانية عين قيمة ٩‏ التي تحقق كلفة مث 
صغرى ء ثم عين هذه الكلفة. 


EA 
: نعتبر الدالتين /. و ج المعرفتين على 8] ب‎ 
g()=e“+1 3 “30د مار‎ 


نقبل أن / و م قابلتين للاشتقاق على 8 . 

1. بين أن الدالة / متناقصة تماما على 12 . 
2. بين أن الدالة م متزايدة تماما على . 

3.ارسم في نفس المعلم المتعامد التمثيلين البيانيين للدالتين 
/ وج على المجال[0:0,5] 

الوحدة: 2007 من أجل 1 وحدة على محور الفواصل 

و 0,5 من | وحدة على محور التراتيب. 

4.الهدف من هذا السؤال حل في 1# المعادلة؛ 


ممع (E)... f()=‏ 
أ- بين أن المعادلة (:/) تكتب كما يلي: 
(e*) +(e*)-30=0‏ 


ب- حل في +1 المعادلة30=0- ×+ 1/3 

ج- استتتج أن كا هو الحل الوحيد لمسادلة 0+ 
5. في هذا السؤال نعتبر الجزء من المستوي تحت محولا 
الفواصل. 

ضلل في الشكل البياني المرسوم ٠‏ الحيز الواقع تحت 
متحي الذالة رو تحث منخني ألدالة © او التق 
بالمستقيمين اللذين معادلتاهماح )ذاو 0,5 52 
- اصن بے" س 


(,) هو التمثيل البياني في المستوي المتسوب إلى 
أمعلم متعامد لدالة /معرفة على [0:5] ب: 
TOS‏ 

المنحتي (,6) هو التمثيل البياني لدالة م معرفة على 
&(*)=0,5x+0,7 : [0;5]‏ 


آنسمي 7 الدالة المعرفة ب: («)ع - (د)ثر ‏ (:):/ 


أ-احسب )١(‏ ۸ حيث '7/ هي الدالة المشتقة للدالة / 


[0:5].استنتج أن الدالة # رتيبة تماما على المجال [0:5]. 


أن المعادلة 0= (:د)/ تقبل حلا واحدا © على 


[0:5 ]وأعط باستعمال حاسبة قيمة مقربة إلى 107 
اللعدد © . 
د- استنتج من الدراسة السابقة القيم المدورة إلى 10 
الإحداثيات نقطة التقاطع / ل(,©) و (ي0). 
2.في ما يلي نأخذ: 2,17 - 4 و ١,79‏ = ()ي =(م)/ 
أ- لتكن النقط ((»)/ :0)'© و (0.+):/ .أعط قيمة 

/ 


كد 


ابحفسر بياتيا العدد لك 7)0 | 
1 


ج- حب )أ بدلالة 
ا 


الدالة /. المعرفة في الجزء ۸ ٠‏ تمثل دالة الطلب لمنتوج _ 

٠‏ حيث (1)/. هو الثمن بآلاف الدنائير و » الكمية المنتجة 

مقدرة بالأطنان و المعدة للاستهلاك بهذا الثمن. 

الدالة ج المعرفة قي الجزء ۸ ٠‏ تمثل دالة العرض لهذا 

المنتوج حيث (×)ج هو الثمن بآلاف الدنائير و : الكمية 

المنتجة مقدرة بالأطنان و المعدة للبيع بهذا الثمن. 

نسمي ثمن الموازنة في السوق ٠‏ الثمن الذي تكون من أجله 

الكمية المطلوبة من قبل المستهلكين تساوي الكمية 

المعروضة من قبل المنت 

ترمز بر إلى ثمن الموازنة و ,7 الكمية المبادلة في 

السوق بهذا الثمن.في الوضعية المدروسة لينا إأن: 
(وواع ‘(P=‏ 

1.استنتج من نتائج الجزء ۸ قيمتي ,/ و ٠40‏ 

2.كل المستهلكين الجاهزين لدفع ثمن أعلى (أكثر من 

الثمن ر« ) يحققون فائدة اقتصادية. مجمو ع المبلغ القت 

من المستهلكين يسمى فانض الإنتاج معرف كما ياي 


5 
رو × رم عل ()/ | مقدر يآلاف الدنائير»ء 


آ- في التمثيل البق : 
- عين قيمتي .رزز او ره على جوري ا | 


- صلل الحيز الذي مساحته 4× 20 


الجزء 4: 

لتكن الدالة "رالمعرفة و القابلة للاشتقاق على [0:20] ب: 
7+ *4-32=)(/ 

1.بين أن الدالة /. متزايدة على المجال [0:20] 

2. شكل جدول تغيرات الدالة / على المجال [0:20] 

الجزء 8: 

لتكن الدائة #المعرفة و القابلة للاشتقاق على [0:20] 


h(x) =85-6e™ 
12e*™ <14 


ب-استنتج تغير ات الدالة /على [0:20] و شكل جدول 


اتغيراتها. 
2أ- بين أن المعادلة 0 = (1)/ تقبل حلا واحدا © على 
المجال [0:20] و أن[6:7] © . 
3.بين أن قيمة مقربة إلى*107 ل بالزيادة هي6,07 . 
في كل الجزء المتبقي من المسألة نعتبر هذه القيمة ل © 
4. عين إشارة (:)/ على [0:20]. 
لجزء '): تطبيق إقتصادي 
في مؤسسة ٠‏ كلفة الإنتاج مقدرة بآلاف الدنائير ل × جهاز 
(1 مقدر بالمئات) معطاة بالعلاقة: 

7 + **-36- 4 - (ج)") من أجل [0:20] عد 
علما آن الجهاز يباع بسعر موحد قدره 850/24 ؛ بين أن 


القائدة المحققة من طرف المؤسسة من أجل × جهاز منتج و 


2- ادرس اتجاه تغير الذالة 13 على [0:20] ١‏ 

ب“ عين الكمية المنتجة و المباعة حتى تحقق المؤسسة 
فائدة قصوى ٠‏ أعط هذه الكمية مدورة إلى الوحدة. 
ج عين باستعمال الحاسبة الكميات التي تنتج و تياع 
حتى لا تعمل المؤسسة بخسارة. 


عت -وع-يرو- زر 
1. نرمز ب'/. إلى مشتقة الذالة/. . احسب (:)'” 
ادرس إشارتها على [0:5] 

2. بين أن المعادلة 0= (::)/. تقبل حلا واحدا © على 
المجال[0:5]. 

أعط حصرا للعدد © سعته 107 . 

4. القيمة المتوسطة لدالة / على مجال [:4] معطاة ب: أ 


1 
حي‎ LOG 


احسب القيمة المتوسطة للدالة /ر على [0:5]. 
الجزء 8: 
في مؤسسة اقتصادية ‏ كلفة الإنتاج مقدرة بآلاف الدنانير 


ال + وحدة منتجة ( العدد × مقدرقبالمئات) هي: 
»-15- عو )6 1 
د تباع ب ٠200/04‏ و لكن 9096 فقط مر" 
الإنتاج هي التي تباخ. / 
١.علما‏ أن المؤسسة لا تستطيع إنتاج أكثر من 500 وحدة 
إنتاجية» إلى أي مجال (/ ينتمي × ؟ 

2. أ- تحقق آن الدخل 8/ بآلاف الدنانير من أجل إنتاج 5( 
وحدة معطى ب: ×۸)»(=18 ۰ 
بآلاف الدنائير المحصل عليها من إن 


اد وحدة معطاة بالدالة 8 المعرفة على 9ب : 


كل وحدة إنتا 


ب- بين أن الفا 


-15-مرو- )ا 

3.استنتج من الجزء ۸ : 

أ- العدد الأدنى من الوحدات التي تنتجها المؤسسة 
تحقق فائدة. 

ب- القيمة المتوسطة 
وحدة إنتاجية الأولى المصتوعة:(أعط 
الوحدة). 


1. العدد *4*2© يكتب على الشكل: 


+e ج)‎ (e (e) 
قإن:‎ /)×(=e +× إذا كانت‎ .2 
lim /(x)=1 ب)‎ lim (x)= مسد‎ (Î 

im f()=2e (+> 8 


3 المتر اجحة ”ع > e‏ تقيل كمجموعة حلول: 
]دنس[ (o‏ |+:2[ 


4. إا كان ط > >0 فإن: 


[e?:+=[ (+ 


>“ )1> 
5 
!79 التكن / دالة معرفة على + ب : 
5+ع+ “ع2 - تال . 
؟. في معلم معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة / عند 
ة التي فاصلتها0 معادلته 


h()= 
ليست معرقة على[5:7]‎ 7 0 
]5:7[ ب) # متناقصة تماما على‎ 
]5:7[ ج) 7 متزايدة تماما على‎ 
مجموعة حلول المتراجحة المضاعفة 8 > "م > [- هي:‎ .3 
JIns:+ | (+ ]-=;31n2| ( إقملةنه[‎ ) 
: دالة معرفة ٭ على ب‎ ١ .4 
u(x) = (2x +3) 
: دالة أصلية 0 للدالة »على 58 هي‎ 
U0) = 1 وجاس نه‎ (o كسم رين‎ (f 


+( اوررق (a‏ - )ا 


نتر اد ر 


ل عنم د رار 
(©) هو المنحني البياني الممثل للدالة / في 
ومتجانس.نرمز ب'/. على مشتقة الدالة /. على 
و ترمز ب۸ إلى الدالة الأصلية للدالة /ر على 8 
اذكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أم خاطئة ٠‏ 
1. 22-3 ماي 

lim /()=-1 2 


0 
3 ادعهومر] 
9 


4. الدالة "/ متزايدة على المجال [1:0]. 


5. من اجل كل عدد حقيقي × لدینا: 

وي لتكن الدالة / المعرفة على R‏ ب: 

حدّد إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة » 1 
برر الأجوبة. 


من أجل كل من © :> )»انحر 
I(O+fC)=er‏ 
HOE‏ 


. الدالة أ تقبل قيمة حدية عظمى عند [=×. 
لتكن الدالة ٣‏ المعرفة على 1# بة 

تحن + د زو 
أجب بصحيح أم خاطئ على الجمل الرياضية التالية ؛ 


7 
2 
3 1: 
4 مسد ور سال 
5 
2 


lim /()= 2‏ 
3. الدالة /,سالبة تماما على ]+.2[ و موجبة تماما 
J-:2[‏ 3 
4. منحني الدالة / يقيل المستقيم الذي معاداته | 

كمستقيم مقارب عند + . 
5. الدالة )كن جد متزايدة 


8 التزايد المقار' 


0 


الكفاءات المستهدفة 

| # دراسة الدالة اللوغاريتم للأساس ©. 
© حل مشكلات متعلقة بإيداع أو تسديد تتدخل فيها اللوغاريتمات أو الأسيات. 1 
© دراسة دوال القوى. 0 


© معرفة و تفسي الخاصة بالتزايد المقارق” 


م 9 2 


دالة طلبه التي تعبر عن العلاقة بين الكمية المطلوبة © و ثمن 
ني إحدى الدول في الفترة 1915 - 1929 تعطى بحسب 


على سبيل 


| الوحدة م 


الباحث هوئري شولتز 


1) أوجد الطلب في الحالات التالية : 
) 20= م ب)40= م ج) 3 
2) أوجد ثمن الوحدة قي الحالات التالية 


) 015 =@ ب ) 022=@ ع) Q=0,3‏ 
(م) لجار 


وه جه مه 37 34 31 28 25 1922 


| 3) مثل بيانيا الدالة : 


# إن دراسة هذا المثال تبين أهمية الدالة الأسية في دراسة ظواهر اقتصادية و توقع نتائج مستقبلية قصد اتخاذ 
اقرارات مسبقة حفاظا على توازن السوق 
# لن تجد أية صعوية في نهاية الفصل للإجابة عن الأستلة السايقة . و الذي يهم بالدرجة الأولى هو قرا 


في المعطيات و النتائج المحصل عليها في الأجوية قصد ترييض الظاهرة ٠‏ 


اء الأرقا 5 


5 00 


عند تتقيقي » موجب تماما رو سختلف عن 1» فعقبر الدالة كر المعرفة على المجال 


لطر 
a)‏ 
1. لماذا قي رأيك وضع الشرطان: 0< و 1خ © ؟ تعرف على الدالتين ,ل و ورر. 


2. من أجل ڪل عددين حقيقيين موجبين تماما ٠۸‏ 000 
0١‏ سد * زعا رد رما ير 


3. بملاحظة أنه من کل × من ]مه +: TT) bi‏ = 


امنا 
٠‏ عين اتجاه تغير الدالة ,/ ( نميز حالتين ). 
٠‏ عين نهايتي الدالة ,/ر عند 0 و عندم+ . أحسب (4) ,/ و (1) ,'/ ثم شكل جدول تغيراتها. 
» أرسم المنحني (,©) الممثل للدالة ,/ قي معلم متعامد و متجانس ( نميز حالتين ٠)‏ 


تعريق: تسمى ,كر الدالة اللوغاريتم للأساس 4 و ترمز إليها بالرمز" ,يدوا " 


1) تعريف القوى الحقيقية للعدد 3 
» ليكن 7 عددا صحيحا تسبيا. أكتب العدد ( "3) 10 يكيقية أخرى ثم استنتج أن =e"‏ "3. 
”3 يمنحنا فكرة تمديد مفهوم القوى. هذا التمديد يفرض علينا طرح السؤال التالي: 
كيف يمكن تعريف '3 من أجل كل عدد حقيقي × ؟ 
نضع» تعريفاء من أجل كل عدد حقيقي بدء * 3 


الدستور 


1 2 
3 وا 
» عين» باستعمال حاسبة. المدور إلى 107 لكل عدد من الأعداد التالية: 235 “3 315 و3 


2) بعض الدساتير 
بين أنه من أجل كل عددين حقيقيين ×. ر و من أجل كل عدد صحيح نسبي ٠‏ 
| 3= 3× 3 ب ةك ”زعم 
3) دالة جديدة 
٠‏ آرسم على شاششة حاسبة بيانية التمثيل البيالي 
للدالة 3 يري يرل 
٠ه‏ آدرس اتجاه تغير الدالة “/ر. 
٠ه‏ عين تهايتي الدالة / عند هه و عند حمه. 


*3 جا بد" الدالة الأسية ذات الأساس 3 
184 


1. دراسة الدالة المعرفة على ]-+:0] ب *-(*) /ر 
» أدرس تغيرات الدالة / و شكل جدول تغيراتها. 
ه أرسم (©) التمثيل البياني للدالة / في مغلم متعامد و متجانس. 

2. المعادلة 3= + 
ه بين أن المعادلة 3= × تقبل حلا وحيدا ‏ قي المجال +٠]‏ ;0]. 
© باستعمال حاسبة بيانية عين حصرا سعته 10 للعدد © . 
نتيجة: العدد © هو إذن العدد الموجب الوحيد الذي يحقق: 23 ج . 
يسمى العدد 4 الجذر التكعيبي للعدد 3 و نرمز إليه بالرمز 3/. 
تعريق: نسمي الجذر التكعيبي للعدد الموجب + العدد الموجب الوحيد د حيث »= 7+ و نرمز إليه ب 0 


1. حساب بعض الجذور التكعيبية 
ه عين الأعداد التالية: ¥8 ٠‏ 125ل ٠ 1000 ٠‏ 5 


أنه ين حصرا سنتة*10اللندينء 2 و 11ل 
٠‏ برهن العلاقات التالية: 


6ه 


1 
= 


لقد عرفنا في النشاط الثاني العدد 37. بين أن 3= 3 


1. مقارنة (<)10 و "× 

باستعمال حاسبة بيانية خمن على المجال ]مه +:0] 
الأوضاع النسبية للمنحني الممثل للدالة ( )١ا‏ خا × 
بالنسبة لمتحنيات الدوال دجا د . 


شم كارن بين ندها و ”ند من أجل اك .2=" و3= م 


2. مقارنة "+ و "× 
باستعمال حاسبة بيانية خمن على المجال ٠]‏ +:;0] 
الأوضاع النسبية للمنحني الممثل للدالة "© ٠١‏ × 
بالنسبة لمنحنيات الدوال :دجم ير . ”ريم دو أبرجرينر 
ثم قارن بين *© و "+ من أجل 


n=39n 
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nr 
اللوغاريتم للأساس ۾‎ 

1. تعريف دالة اللوغاريتم للأساس © 
اتعريف: © عدد حقيقي موجب تماما و مختلف عن1- 
نسمي دالة اللوغاريتم للأساس ت الدالة التي نرمز إليها بالرمز ,108 و المعرفة على ]م +0[ 


lok, (x | كما يلي‎ 


ه إذا كان #=4 قإن ( )هط - ( ) ,ع1 لآن 1-(12)6. إذن دالة اللوغاريتم للأساس © هي الدالة” 
٠‏ إذا كان 4-10 تسمى دالة اللوغلريتم للأساس 10 دالة اللوغاريتم العشري و نرمز إليها بالرمز ' 198 
2. خواص الدالة 108 
خواص: من أجل كل +دء ر من ]+:0[ و من أجل كل عدد صحيح نسبي + لديناة ا 
(x )+log, (») (1)‏ 
0 
-lo8, (¥) )2(‏ 
log, (x")=nlog, (x) (3)‏ 
3. التغيرات و التمثيل البياني للدالة 102 


من أجل كل × من ]مه +0[ T(r)‏ - »)بها و هي من الشكل ( ×1١)»‏ ۸=( :«) ,ها و منه: 
06 


log, (x x»)= 


log, (x)-log, (») و‎ log, 


[05 +] و بالتالي تكون الدالة ,10 متناقصة تماما على المجال‎ |١ )4(>0 إذا كان 1> 0>4 فإن‎ ٠ 
.[0; +٥] و بالتالي تكون الدالة ,10# متزايدة تماما على المجال‎ |١ )4( <0 إذا كان 1 < ۾ فإن‎ « 


8. عا‎ - ry P+ »] الدالة ,يها قابلة للاشتقاق على ]هه +;0[ و لدينا من أجل كل × من‎ ٠ 


کار 187 


1. تكون المعادلة (1) معرفة من أجل كل عدد حقيقي × حيث 2<0+ 25 و 3<0+ ×+ 


و هذا يعني 1-< × و 3-< × و منه مجموعة تعريفها هي ]+ 
من أجل كل × من (/: (1) تعئي 3+ - 2+ +2 أي 1= × و يما أن 1 ينتمي إلى < 
فإن مجموعة الحلول هي [1]- 5. 
2. مجموعة تعريف المتراجحة (2) هي ]-+:1-[ - 2. 
من أجل كل × من 1 (1) تعني 3+ د>2 + 28 لأن 0,5>1 أي 1> و بالتالي 
فإن مجموعة الحلول هي ]1:1-[ = 5. 
تمرين محلول2: حل المعادلة التالية: 0 -6- ( :)10+ [( *) 108 ]2 
طريقة: لحل معادلة من الشكل 0= + ()ع610+ [()108]ت مع 4*0 نضع ×02 = ¥ 
قيم : قي حالة وجودهاء 


| نقوم بعد ذلك بحل المعادلة ‏ 60+ 02+86 ثم ت 
ا 2 
الحل: مجموعة تعريف المعادلة هي ]م +:([ - . 


يوضع ندهو| = × نحصل على المعادلة 0 = 6- + 2 22 ذات الحلين 2- و 


500 


-= هوا تعني ([8)10-2ه١-‏ ديه! أي *107= × 


3 2 5 3 2 9 
32 ع ي (10) 1=(" »)۸| و هذا يعني 10= + و منه 21/107 ×. 


تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرفة على ]مه+:![ بب: (1- *) ع0ا +2-=(*) ⁄ 
| عين اتجاه تغير الدالة / ثم أرسم المنحني الممثل للدالة / انطلاقا من التمثيل البياني للدالة ( *) رعا جا ٠3‏ 
الحل: 

اللدالتين /ر و (1- *) يبه[ جا “د نقس اتجاه التغير 
كما أن الدالة (1- ) رها جم :د هي مركب الدالة 

1- دجم “د متبوعة بالدالة ( «) يها جا × و بما أن 
هاتين الدالثين متزايدتين فإن الدالة (1- )١‏ رها جا “د 
متزايدة تماما على المجال ]هه +:1|[ و عليه فالدالة / 
متزايدة تماما على المجال [1:٠]‏ . 

منحني الدالة / هو صورة المنحني الممثل للدالة 

( *) يها جا ٭» بواسطة انسحاب شماعه (2-:1) 7 


تمهيد: ۾ عدد حقيقي موجب تماما و ” عدد صحيح نسبي. نعلم أن In(a?)=n Ina‏ ويا 
وبما أن 1= 12 فإن من أجل كل عدد حقيقي عن “"*م - *ع. 


1. تعاريف 


*م:' هأس 8 * أو * »قوی م" 


ے 2ے 205 


: #عدد حقيقي موجب تماما ومختلف ع1 . 


تسمى الدالة / المعرفة على ب “"”ء= 0=( ) / ٠‏ الدالة الأسية ذات الأساس ۾. 
2. قواعد الحساب 
خواص: من أجل كل 0غ ١‏ من [0+٠]‏ و من أجل كل :دء ر من 12 لدينا: 


a” = (3) a =a"* (2) In(a*)=x Ina (1)‏ (4) سم 


— )7( .(ab)' '(*م6). )6( "م*م-‎ =a” )5( 


اليرهات: أنظر التمرين رقم 16 ( يتم إنجاز مختلف البراهين باستعمال العلاقة "> "۾ ). 


3. الدالة الجذر النوني 


اتصهيد: الدالة " + جا +:: ,ر ء حيث ‏ عدد طبيعي غير معدو 
دستمرة و متزايدة على المجال ]د +:0] كما أن 0= (0) ,/ 
وى د (ع) ردنا .إذن من أجل كل عدد حقيقي موجب 4؛ المعادلة »= ”: تقبل حلا وحيذا في المجال ]67 


ميرهنة و تعريف: من أجل كل عدد حقيقي موجب 0 و من أجل كل عدد طييعي غير موم !7 
يوجدعدد حقيقي موجب وحيد ۵ يحقق - 0. يسمى 0 الجر النوني للعدد © و ثرمز إليه 
بالرمز 9 و تسمى الدالة المعرفة على ]م +:0] ب /4 جم × الدالة الجذر النوني» 
مثال:0- 5/0 ١‏ 1= اله علا دداذلة. «ل.- هلا. 


البرهان: نعلم أن ۾ = (7) بما أن ۷7 هو الحل الموجب الوحيد للمعادلة 4 


ملاحظة: نضع اصطلاحا: 0= *0. tt‏ 


ا 189 


تمرين محلول2: 

1. عين الدالة المشتقة للدالة ,/ المعرفة على | +:0[ بب ¥ =( ::) ,/ حيث ‏ عدد طبيعي غير 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة ج المعرفة على ]1-:---[ بب 1- دلة - (:) ي٠‏ 
الحل: 


1 
1. من أجل كل × من ]+;0[ ۰ “كمد f(x )=x"‏ 


الدالة ار هي مركب الدالة ما جم د متبوعة بالدالة الأسية وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق على ]ده +0[ و لديناًة 
0 


١ 93 5-8 5 3 3 0 1‏ 
يردت ,7 ل =( :) م//. نلاحظ أن طريقة الحساب تبقى نفسها المطبقة بالنسبة لدوال / 
n x n x 0‏ / 
القوى ذات أس صحيح. 1 


من الواضح أن من أجل كل × من ]مه +:0:[0 <( ) // و منه فالدالة الجذر النوني متزايدة تماما على ]+0[ 
بالدالة ب/ر. و بما أن الدالة ٠١‏ متناقصة تماما 7 9© 


2. تلاحظ أن الدالة ‏ هي مركب الدالتين 1- * جم : ؛ متبوعة 
على ]1-:ه-[ و الدالة ج/ متزايدة تماما على ]مه + :0[ فإن الدالة بم متناقصة تماما على ]1- =[ 


تمرين محلول3: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 
+2x3* =3 )1(‏ “3 (2) 3> 0.317( 


الحل: 
ر 
1 [[1) قطني 3= 2+ *3 آي 0= 2+ 3-33 يوضع *3- كر نحمل ع 20 ا 
١‏ 
ذات الحلين1 و2. 1= "3 تمني |١3“ = |٠1‏ أي 0= |١3‏ × و بالتالي 0= <اء 


In2 


تومته مجدوخة لمانا | 


1 
2 3> “(0,31) تمني 13>[ *(0.31)] د1 آي 13> (0,31) 2+1۸ و هنايني 


آما 2= "3 فثعلي 1۸2 = 1۸3 × ايک 
1 


3 


0 < لان 0> (0,31) 1١‏ و بالتالي مجموعة الحلول هي | 03 


1. الدالة x a"‏ 1 
تضع من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما » و مختلف عن1 و من أجل × من 12 ۳7ا٤ (ı)=a*‏ 
«ه اتجاه التغير: الدالة ,/ هي مركب الدالة 10 × جم ×: 7 متبوعة بالدالة الأسية. و بما أن | 
و“ م×ع" قابلتان للاشتقاق على 72 فإن الدالة ,/ قابلة للاشتقاق على 8 و لدينا: *6(هما) = *"*ميرهما - [ نر 
انعلم أنه من أجل كل × من 0:72 < *4 و بالتالي فإشارة ( *) ',ر من نقس إشارة 1١١‏ و منه النتائج التالية: 
+ إذا كان 1> »>0 فإن 0 > |١١‏ و منه الدالة,/ متناقصة تماما على +1 . 
* إذا كان 1 < فإن 0 < 176 و منه الدالة ,/ متزايدة تماما على 8 . 
» النهايات: نميز حالتين حسب إشارة |١»‏ 
» إذا كان 1> > 0 فإن ممح مما ×+ اا و بما أن + = "م يوذل نستنتج أن + =( ٭) ,/ ملل 


* إذا كان 1> >0 فإن مم = مما × صا و سا أن 0= سال نستنتج أن 0=( ٭) ,/ صلا 
* إذا كان 1 < فإن »= مما + صا و سا أن 0= م im‏ نستنتج أن 0= ( ×) ,/ 1i"‏ 


٭ إذا کان [< ۾ فإن +٥‏ = مما × ورذا و بما أن ممح 5ه صل نستنتج أن +٥‏ =( ٭) ر/ ۳ا 
- 0 5 


EE ا‎ 
f(x 5 ا‎ 
0<a<1 000 0. 

Xx همه‎ E 
صد ).م‎ : 
سے اده‎ | 

0 


2. الدالة لاحم 2 


1 
نضمع من أجل كل عدد طبيعي غير معنم ۰1 و من آجل × من ]م +;0] ۰ ”×= «له- ( *ا,#. 
,چ قابلة للاشتقاق على |= +:0| و =r"‏ )ي و مته ۲(<0) )4 . إذن ا 


اطريقة: الإثبات أن المنحنيين (©) و ( ,©) متناظران بالنسبة إلى ( إ۷) يمكننا أن نبين أن: - 
(ع) ۶=( ×( أو (+)م -زت) / من أجل كل × من 8 
الحل: 
1. الدالتان / و چ معرفتان على 8 . 
الدالة ”ر متزايدة تماما على 22 . 
الدالة ج متناقصة تماما على 1# ٠‏ 
lim («)=0‏ و صددزع) صل 
سود (ع) رونل و 0=)%( Jim/‏ 
2. من أجل كل © من 8 لدينا: 
= “(0,25) > (ه-) چ و منه 
= (ك) ب . إذن (0) ۽ - (ه-) چ. و منه( ,©) و (.©) متناظران بالنسية إلى (/0003: 
| تمرين محلول2: أكتب العبارات التالية بواسطة أس ناطق. 
NF 0 |‏ )د زم )2( 1+ عد+تعلة-(ع)م )3( ل =( 


-f (*)=(x زد م رد )د دو زد‎ 
.g (x) =x +2 +1= (x * +2 +1)" =[( +1) 


اما لے =( )۸ 


3 1+ )= الدع -ة )1+ +1)(x‏ »)دح 
(x +1)‏ 


تمرين محثول3: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: ‏ (1) 4= بل 
3 اا 


1. مجموعة تعريف (1) هي ]-+:0]. 
من أجل كل × من ]+ :0]» (1) تمني *4- داو مله مجموعة الحلول هي [47]- 5 


x +152 (2) 


2. مجموعة تعريف (2) هي | .]-١:+‏ 
من أجل كل × من ]ده +:1-]ء (2) تمني 12+ × أي 1- 27> عدو بالتالي 31> 2 
مجموعة الحلول هي إذن: [1:31-] - لآ.. 
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ايد المقارن 
1. التزايد المقارن للدالتين “© جا ×و #رجرا عر 


lim xe“ =0 (2) و‎ lim خواص: (1) ممح‎ 
ا‎ HS 


1- نعتبر الدالة / المعرقة على المجال ]+:0] بب چ =( ۶)۲ لدينا من أجل كل × من ]++ :0]» 
»)”/. بما أن من أجل كل × من ]-ه+:0]ء 0<( ٭)” / فإن الدالة ‏ / متزايدة ‏ 
تماما على ]م +:0] و علما أن 0(=1) ٣‏ / فإن من أجل كل × من ]-+:0]ء 0<( ٠)۲‏ / و منه فالدالة / متزايدة 
تماما على ]ص +:0] و علما أن 1 -(0) / قإن من أجل كل × من ]--+:0]: 0 <( «) /. نستنتج آنه من أجل كل :د 


x 


*» و بالتالي فإن من أجل كل × من [*+:0]< > 


باستعمال النهايات بالمقارقة ١‏ 


- زا كما نستنتج أن 0= 


e“ 


lim xe = im Xe 


2 نضع ×= ×. إذن ممح × صا و منه: 0= 
دك ٣‏ 


2. التزايد المقارن للدالتين +3[ جا تددو ×ط × 


١ m+ n> =0 )2( خواص: (1) م-ككذين و‎ 
i E 


لبو هان: 


1. من أجل 0< بد تضع دم[ - × ومنه =e"‏ × 


In 


× ومنەەم+= × 11 و بالتالي0 -<---- 


3. التزايد المقارن مع الدالة x"‏ جم ×( عم( 


خواص ( دون برهان ): (1) مد بك 


E ام‎ E 
=0 )3( 
خلاصة: كل الدوال “عيرم . ماجرب‎ 
م) توول إلى م4‎ N ( و "جرع‎ 
إلى + إلا آن سلوكها مختلف.‎ ١ لما يؤول‎ 
عند اللانهاية تتفوق الدالة الأسية على الدالة فوة‎ 
و تتقوق الدالة قوة على الدالة اللوغاريتمية.‎ 


النيبيرية. 
اسححة ا 


تدملك بر 


| طريققد الرفع حالات عدم التعيين يمكننا استعمال النهايتين: ‏ + 


الحل: 


سبد [سك] دو =( E TES‏ 
ima‏ ل 


ا 
د lim (2x -1)e" = lim (2xe” -e*)=0‏ لأن 0= Jim, xe”‏ و 0= 
تمرين محلول2: أحسب النهايتين التاليتين: 


+2)lnx (2 Jim (x =Inx) (1‏ عايونا 


بيلييله 
عم 


طر ق لرع حالات عدم التمين كنا اتسا لتاقن ايتين: 0 ور 0 


mM (x Inx +2Inx )=— .2‏ 
| تمرين محلول3: أحسب النهايات التالية: 


)2 


ووس ار 


کک صا لأآن 1< لتج ورا 
1+ + ومو 1+ +x‏ بر سوم 


Inx 
m= 
0 aE 


تهدف إلى تمذجة تطور مجتمع من الطفيليات في زراعة بأحد الحقول. 
نرمز ب ()) ۷ إلى عدد الطفيليات بالمئات عند اللحظة / ( بالأيام )- 
أسفرت بعص الملاحظات على النتائج التالية: 

= 
EES‏ 6 3 1 نش E‏ 
N () 10 11 12 5 E‏ 
٠‏ فريق أول من البيولوجيين نمذج هذا التطور بالدالة / المعرقة على المجال ]+ ;0] كما يلي: 

/ (1)=10x(1,07)' 

ه و تمذج فريق ثاني نفس التطور السابق بالدالة جى المعرفة على المجال |« +;0] كما يلي: 1 


100 
ذا‎ aer 
1+9x(1,07) 


1. دراسة بيانية 
٠‏ باستعمال جداول حاسبة بيانية و باختيار الخطوة1 عين قيم الدالتين / و ج على المجال [0:10]. 
ه في معلم متعامد ( الوحدات: 17 يمثل يوما واحدا على محور الفواصل و 1077 يمثل مائة من 
الطفيليات على محور التراتيب و نبدأ التدريج ابتداء من 9 على محور التراتيب ) مثل جدول القيم 
السابق و الجداول المحصل عليها بالحاسبة. 
2. دراسة الدالة ۶ 
اشرح لماذا الفريق الأول يعتبر أن عدد الطفيليات يرتفع يوميا بنسبة 7% . 
س اتجاه تغير الدالة / على المجال +٥]‏ ;0]. 


٠‏ أدرس نهاية الدالة /ر عند مم+. 

:]0:80[ أرسم على شاشة حاسية بيانية المنحتي الممثل للدالة / على المجال‎ ٠ 
£ دراسة الدالة‎ .3 

- ]0:+ أدرس اتجاه تغير الدالة ج على المجال ]م‎ ٠ 

٠‏ آدرس نهاية الدالة يع عند ممد. 

» أرسم على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة بم على المجال [۰]0:80 
4. التركيب: 
قارن بين النموذجين المقترحين من قبل كل فريق من فريقي البيولوجيين. 


تعيين دالة: تعتبر الدالة / المعرفة على ]هه +:0] يب: 
3+ (م+ »ه) - (») كر حيث ۾ و ۵ عددان حقيقيان. ١‏ 
و ليكن () تمثيلها البياني في معلم متعامد ( /., /: 0©) حيث وحدتا الطول هما 17 على محور الفواصل و 5677 
على محور التراتيب. 
1. أحسب (+)”/ز من أجل كل × من ]--+:0]. 
2. عين © و علما أن الدالة / تقيل قيمة حدية عظمى عند 4 و أن النقطة (0:2) ۸4 تنتمي إلى المتحني (€) 


دراسة دالة: نفرض في ما يأتي 1= و 1-= . لدينا إذن: 


هن لجل ع من ]0:2[ 515 E e‏ 


3. أدرس نهاية الدالة / عند +٥‏ . استتتج أن المنحني ( )) يقبل مستقيما مقاربا (4) يطلب تعيين معادلة له. 1 
4. حدد وضعية المنحتي ( )) بالنسبة للمستقيم المقارب (4). = 
5. أدرس اتجاه تغير الدالة / على المجال ]+ ;0] ثم شكل جدول تغيراتها. i‏ 
6. أعد رسم الجدول الموالي ثم أملئه ( تدور النتائج إلى 107 ). = 
8 2 6 5 4 3 2 1 0 1 ل 

1 ]| (207] له 


. أرسم المستقيم المقارب (4) و المنحني ( ٠١)©‏ 
( سنويا ) مقدرة يعشرات الآلاف 


دراسة اقتصادية: سجلت في الجدول الموالي مبالغ فواتير استهلاك الها 
من الدنائير من قبل إحدى الثانويات بحيث يمثل ,× رتبة السنة بينما يمثل ,بر مبلغ فاتورة تلك الستة. 


7 | 2006 | 2005 | 2004 | 2003 | 2002 | 2001 | 2000 | 1999 | السك 
2 | 2006 | 005 0 | 3 الت 
58 7 6 5 4 3 2 1 0 ا 
0 | 3.55 | 3,65 0 | 371 | 3,49 | 3,02 | 1,97 | ال 


تبحث عن دالة تسمح من تمذجة هذه الظاهرة يشكل مناسب. 
| تقول عن دالة / أنها مقبولة إذا كان من أجل كل AEE. ٠۸,‏ 

1. مثل في المعلم السابق ( /., /: 0) النقط ( ,"ر , **) ٠۸1,‏ 

2. بين أن الدالة /ر مقبولة لنمذجة الظاهرة السابقة. 

3. صرح المسير المالي للثانوية أنه لو استمر تطور استهلاك الهاتف وفق النموذج السابق فل 

يتعدى مبلقها 21/ 30000. 1 

هل أنت موافق مع هذا التصريح ؟ علل إجابتك. 


و ج 


الجء الأول: نعتبر الدالة بم المعرفة على المجال ]> +:0[ ب ×«ا+1+ + - ( *) بم 
1. عين نهايتي الدالة ج عند 0 و عند + 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة بم ثم شكل جدول تغيراتها. 
3. بين أن المعادلة 0=( *) مم تقبل حلا وحيدا © في المجال ]++ :0[ 
4. ياستعمال حاسبة بيائية أوجد حصرا للعدد © سعته ٠0,01‏ 
5. حدد حسب قيم × إشارة ( *) ج على المجال ]م + :0[. 
الجزء الثانية 
نعتبر الدالة / المعرفة على إمه+:0] كما يلي: 
0-(0) / و من أجل کل + من ]م +ز9[ » 


ا 
ليكن ( )) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجاص ( /, /: 0) حيث وحدة الأطوال هي 4١‏ . 


1. بين أن الدالة / مستمرة على ]-+:0]- 
2. هل تقبل الدالة / الاشتقاق عند 0 ؟ فسر بيانيا النتيجة. 
م 
)1+ ) 


7- من أجل كل × من ]مه +:0[ ١‏ بين أن =( «)”/. استنتج اتجاه تغير الدالة /. 


4. أحسب نهاية الدالة / عند مب . تحقق أن » = (+) / ثم شكل جدول تغيرات الدالة ۶ 
> ليكن [17) التمثيل البياني للدالة 1١‏ جا × في المعلم ( ل /: 0) ٠‏ 

٠)1'( أدرس الأوضاع النسبية للمتحتيين ( €) و‎ ٠ 
.ها( *) /ر] نا . قسر بيانيا النتيجة. أرسم المنحتيين ( ©) و(57):‎ 


لين (:1) التمثيل البيائي للدالة |١»‏ جم × قي معلم متعامد و متجانس ( 7, ٠)07‏ 

مسألة: لهدف إلى تعيين ( إن وجدت ) نقط المتحني (17) الأقرب من المبدأ ١0‏ 

1. لعتير الدالة ج المعرفة على المجال ]- +0[ ب عدهما+ 2 <> (*) هم 
» عين نهايتي الدالة م عند 0 و عند .4٥‏ 
٠‏ آدرس اثجاه تغير الدالة » ثم شكل جدول تقيراتها 
» بين أن المعادلة 0=( )٠‏ ج تقبل حلا وحيدا ‏ في المجال ]مه +:0[- عين قيمة مقربة 
* حدد حسب قيم د إشارة ( *) بر على المجال ]10:40 

2. نعتبر الدالة / المعرفة على المجال ]هه +:9[ ب ( ندما) + 2<( *) 4 
أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 


الهدف: مقارنة العددين الطبيعيين ٠"‏ و"(7+1) حيث 7 عدد طبيعي غير معدوم. 
1. علما آن التعامل مع القوى غالبا ما يتطلب إدخال اللوغاريتم بين أن: 
(لجماملي n(n)‏ 
n n+1‏ 
M+) me)‏ 
Eî - n‏ 


"1+ )< دي 


2. اختر دالة مناسبة يمكن أن تسمح دراسة اتجاه تغيراتها من المقارنة بين العددين 


أدرس تغيرات هذه الدالة ثم استنتج. 


TEE SEEN + 


نعتبر الدالة ٣,‏ المعرفة من أجل كل عدد حقيقي × من ]مه +:0[ كما يلي: 

=( ×) / حيث © عدد حقيقي. 
|. ماذا يمكن القول عن الدالة,/ر قي حالة 0= ؟ في حالة 1= ؟ 

في ما يلي نفرض #20 © و | غ ©. 

2 أدرس نهايتي الدالة,/ عند 0 و عند + . تميز الحالتين: 0 > © و 0< ©. 
"عرص =( ) ي/. ماذا تلاحظ ؟ 


5 لذن أجل كل جهن ]نه[ 


4. نفرض 4>0 
۰ آدرس اتجاه تغير الدالة ,,/. ثم شكل جدول تغيراتها. 
ه آرسم (.©) التمثيل البياني لندالة ,/ في الحالات التالية: 


2=« اده ده 0,3--©. 


5. تفرض 0 < » و تعتبر الدالة ,م المعرفة على ]مه+:0] كما يلي: 
0(=0) ,چ ومن أجل کل × من | +:0[ء ( ×)ے/=(×)ے8 


© عين نها 


الدالة ,مم عند صمب . 
» بين آن الدالة ,» مستمرة عند 0. 
« أدرس قابلية اشتفاق الدالة ,بر عند 0. نميز الحالتين: 1> © >0 و 56-1 
» آدرس اتجاه تغير الدالة,,؛, ثم شكل جدول تغيراتها. 

GE 2‏ 2 بور . يتم تمييز حالتين. أعط تفيرا للنتائع 
» أرسم )۲١(‏ التمثيل البياني للدالة ,ج في الحالات التالية: 
ı@=0,5 4= 03‏ 5,|=@“‘ 


تعتبر الدالة المعرفة على 8 ب : e‏ ×= (و)ر 
1. احسب ' ٣‏ مشتقة الدالة ر٠‏ 

استنتج تغيرات الدالة ر 
2. أ- ادرس نهاية الذالة "/ عتد مم . 

ب- ادرس نهاية الدالة / عند +٠٥‏ (استعمل النتيجة 0= > 6د اا( 
3. أنشئ المنحني (2) الممثل للدالة قي المستوي المنسوب على معلم متعامد (0:1,7) 
الوحدة: 50# على محور الفواصل و 0677 1على محور التراتيب. 


حل مختصر تعاليق 
إ. الدالة “ر هي جداء دالتين » و ٠ر‏ قابلتين للاشتقاق على . » عند حساب لمشتقة احرص على أولا 
ركتتوع) تبرج f (x)= 2x0"‏ على ملاحظة شكل الدالة(جداء 


مجموع....) 


ه العدد موجب تماما من أجل كل عذد 
حقيقي :د . 


3 2و = e‏ صا و منه صدح e‏ ہا 1 بق آلية اشا 
يت صن وام ٠| ٠“ 3 e‏ يجب أن تعرف بطريقة آلية إشارة 


= 26د lim‏ كثير حدود من الدرج الثانية. 


» لرفع حالات عدم التعيين يمكن 
5 
استعمال النهايتين: + 


im xe =0 و‎ 


5 5 
| تكن ٣‏ الاالة المعرقة على 8 بل + 1- (a+)‏ =7 
و (۴) المنحني الممثل لها في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0:7,7). 
1. عين العدد الحقيقيين © و8 حتى يقبل المنحني (©) في النقطة (4)10 مماسا 7 موازيا للمستقيم 
معادلته 39 حبر 
2. نقبل أن 1- #1-ء(3 +2:2-) - (٭)/ 
أ- عين نهاية “عند «م+و أعط تفسيراً بيانيا للنتيجة. 
حي ركد رضت 
ب- لدرس اتجاه تغير الدالة / . 
ج- أتشئ المماس 7 و المنحتي (©). 
3. على المجال [6نزه] ء الدالة ر تترجم الفائدة الهامشية بالديئار (0/1/) لكمية ×> من الوحدات الإنتاجية المباعة 
(ديالآلاف) 
عين بيانيا كمية الوحدات التي تكون من أجلها الفائدة قصوى. 


إرشادات 


الدالة المعطاة تتعلق بالعددين 4 و اللذين وجب تعييتهما. 
1. مستقيمين متوازيين لهما نفس معامل التوجيه و معامل توجيه الممادن عند 4 التي فاصلتها 1 

المشتق للدالة عند 1. ۴ 
2. أ- علدما لا تسمح المبرهنات على النهايات بالعمليات يحساب هذه الأخيرة نستعمل التزايد 


الدوال التالية: 

1( (تجعيهما- قمر 2( (اعتارمهها- ول 

3) ايها +: - زمار 

4) (-ع)بييها- (ا+ حا)ءيها - (م) ل 

2 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين 

lo, (x) =log,, (3-2) (1 

7م )3-2( log, (x) > log,‏ 
5 حل المعادلة التالية: 

(x)+10‏ يهها<- (x)‏ بهها] 


: حل في | المعادلة‎ .١ 


3- | )++ )عا 
x‏ 


حل في © المتراجحة : 1< چ 
78 نمتبر كثير الحدود ‏ للمتغير الحقيقي × المعرف 
كما يلي : 18+ ×15- × )م 


].أحسب (7)2 ثم حل قي 1# المعادلة 0= (:)/ 
2.حل في 7 المعادلة: 
2(log, x)‏ 


- (log, x) =15(log, x)+18=0 


1 
ب لمالا ر 


xy = e 
ليم حل المعادلة التالية:‎ 


اد 


في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تعريف 


Jim log, )1-2‏ + (ند+4) رهما + 
)»10-20( وروا 2 يول 
mM‏ نعتبر الدالة / المعرفة على 0 
/(x)=1+loa,g (x)‏ 
عين اتجاه تغير الدالة /. ثم أرسم المنحني الممثل للدالة ⁄ 
انطلاها من التمثيل البياني للدالة (:د) جروا جاب . 
[[ لشكل التالي هو التمثيل البياني للدالة هاا 


) 


انطلاقا من هذا المنحني ارسم منحنيات الدوال التالية: 
xHlogx-2 2 f:xl+logx (1‏ ¢ 
2logx (4‏ جردم 

n x -2+log(x +1) (6 


3( تمك جرم :بر 


5( | إهما جرد :سر 


a LES E 


نا روو E‏ 
وو أو أذ م ۰ ا0 


لقلا تب عن سند مكل سات اا[ 


كدو 


5 b= 2 000 


اكتب الأعداد الثالية على شكل قوة للعدد 3 


0 ا 5 
x27‏ تود واء أزقيرة b=3‏ 3 


200 


اللبرهان على الخواص نستعمل “"' 
مع تطبيق الخواص الجبرية للدالة “© جا بر 


مثلا للبرهان أن "ى = هه لديقاة 
رک د دعالوهعاي ے ماطاومعططيي# يفاني دای لے ای کے 
أو حل المعادلات التالية: 
0 3= 12° 
1 
5 6 


حل قي المجال +٠]‏ :0[ المعادلات التالية: 


5 
0,5= )کک 
100 


[17] تعتبر المعادلة (:/) التالية: 128 = "“ “2 
1. بين أن المعادلة (47) تكافئ المعادلة 0 = 6-7 - ”× 


2.استنتج مجموعة حلول المعادلة (:1) 


حل المعادلتين التا 
1( 4= )3( @ "5= )5( 


7 


التالية: 0 - 6+ 
المعادلة (:) تؤول إلى 

X? +‏ 
2)حل في المعادلة (':/ ) .استنتج مجموعة حلول المعادلة 
داك 


4 +2 


0( 0 
م حل المتراجحات التالية: 


1( 2ع *د ووه 


Se 2-0‏ 2>" 
4و مو 6< 6( 2< ( 


ا[ نعتبر المتراجحة (4) التالية: 2 < ٠‏ 
1) . بين أن () تكافئ المتراجحة 0< 4 ++5- ١”‏ 
2) استنتج مجموعة حلول (12). 


»في التمارين من 26 إلى 28 حل المعادلة و المتراج 

المقترحتين 

)سوباق 

-10.2*+12=0 (1 Bf] 
“10.2 +12<0 )2 

18 7= 3+23 2 تح "3+23 
2( 12>0+10.2°- 2*1 

[ 1) احسب المجموع "2+ ...+ 2+ *1+2+2= ,3 

.  ةلالدب‎ 

2) من أجل أي قيم للعدد 7 يكون "10< ,5؟ 

[[ عند رمي قطعتي نقد متزنتين / مرة (/ عدد طبيعي 

أكبر أو يساوي 1)؛ احتمال عدم الحصول على 


(35 


الثنائية (6:6) هو ا 5 


4 +21-350 6 


e 
5 
2 


من أجل قيم للعدد ‏ يكون 50,01 ,7/؟ 

ط الأعداد التالية دون استعمال الحاسبة: 
b= JS x25‏ 
4=¥3x¥9x‏ 


ده 


احسب الأعداد الت 


الك العف سس 
IE‏ =“ 0 

٠‏ في التمارين من 33 إلى35 بسط كتابة الأعداد التالية؛ 

B= xT له “لاد‎ E 


2/5 - و62 اللا د فر 
2 
25 3 


2< 
ا 


ır ها‎ 
CB) 

5 اكتب الأعداد التالية على شكل أ 

1( 3ل ”ردي + x23‏ 


x>-1 ا‎ 


2-58 2x4 
و‎ «4 
"= )a- 6)(م‎ + ab +:2( [وو باستعمال المساواة‎ 


0 2 1 
بين أنه 2°+ 63+ FF‏ 
)١ 5‏ تشر 2(7/+2) و *(2/-2) 
2) اسقتج تنسيطا للعيارة 2/-1/20-14- 2/-14+ 4/20 


ل + عدد حقيقي موجب , اكتب كل من الأعداد التالية 
1 
على الشكل "× : 


xz‏ رأ دير 


(+ 40 


3ت نعتبر المعادلة (:4) الت 


1) بين أنه يوضع "> ١‏ المعادلة (:4) تؤول إلى 
المعادلة 6=0- ۸+ 122 .... )'£( 
)حل في 7# المعادلة (4) .استنتج مجموعة حلول الممادلة 


و نسبة السكان في باد الخفضت إلى النصف في 20 
ستة .ما هو معدل الانخفاض السنوي؟(مدورا إلى 0,1). 

آي يريد أحمد أن يودع في بنك مبلغا قدره 5000/31 
خلال 6 سنوات و 7 آشهر .ما هو رأسمال أحمد اليوم إذا 


حون 


بدلالة علد سنوات N‏ 

y= 0,820 × 29,934‏ 
1. ما هو سعر الآلة و هي جديدة. 
2.ما هو سعر بيع الآلة بعد 6 سنوات من 
3.بعد كم من سنة تفقد الآلة نصف قيمتها؟ 


1# عين مشتقات الدوال التالية المعرفة على 8 
x31‏ @ 50 6 ]جم 
ادرس النهاية عند مه- وعند +٠٠‏ للدالتين التاليتين: 
e‏ )=( 
]7 “ردالة معرفة على "8 + غود رار 


1.ادرس نهايات الدالة / عند حدود مجموعة تعريفها. 
2.- عين الدالة المشتقة للدالة ار . 


(x)= (0.25) )١ 


ب- استنتج تغيرات الدالة / . 
ل / وج دالتان معرفتان على 8 بث 
(0,78) -()/ و )= 
,© و © هما التمثيلان البيانيان للدالتين , وج على 
الترتيب على شاشة حاسية بيانية حيثة 
2>+>2 و 10كبركده0 


1. ضع تخمينا حول وضعية المنحنيين ,© و © 


2.برهن هذا التخمين. 
 / 0‏ + دالتان ممرفتان على 8 2ز 
“رر وى 7 
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2 0- 0 1 كردم 


1. ضع تخمينا حول عدد نقط تقاطع المنحتيين ,© و ٠6,‏ 
2.ادرس تغيرا ت كل من / ويم على *7. 

شكل جدولي تغيرات كل من كر و ٠‏ 

3.حل المعادلة (<)ج > (5)/. .أعط القيمة المضبوطة 

للحلول ثم القيمة المقربة مدورة إلى 0,001 . 

أحسن من النافذة المعطاة لمشاهدة 


© و۰ 


من 1990 إلى 2000 » تابعنا تطور 


السكان في 
مجتمعين / و 7) .هذا التطور معطى على الترتيب ب : 
'1,2»ا24 - (0)ر و £()=4x1,5'‏ 

حيث (7)/ و (4) مقدرة بآلاف الأشخاص و 0-/ في 
نهاية عام ١1990‏ 

1.في نفس الشكل ٠‏ ارسم المنحنيين الممثلين للدالتين /رو مم 
اختر معلما مناسيا. 

أية لحظة / المجتمع 6 


2.آ- يقراءة بيانية » عين ابتداء من 


يقوق المجتمع "/ ؟ 
كما 
10125 


ب- بين أن المعادلة (/)م > (/)/. تقبل 


گحل لها, 
استعمل المعادلة المكافثة [(/)# 1١]‏ > [(/)/] ها ء 
مكتب دراسات في شركة آنْس علافة تعطي 
المساحة ر (ب*77) لمحلات هذه الشركة بدلالة العدد 1 
اللزبائن (مقدر بالآلف يوميا) ٠‏ هذه العلاقة هي؛ 

Iny = 0, 062+ 655‏ 
1.أ- عين «ربدلالة د على الشكل *40 - ر حيث ٠‏ قيمة 
مدورة إلى 0,1 و ۸ عدد حقيقي مدور إلى 0,01. 


7 


من 1980 إلى 1990 » عدد ال 
ارتفع من 800000 إلى 972000 و وه 


000 
1.أحسب معامل التناسب الإجمالي من 1980 إلى 0 
استنتج معدل تزايد الطلاب خلال هذه الفترة (0 اسنوات) ” 
2. احسب معدل التزايد السنوي للطلاب من 1997 إلى 

2000 . 
إذا بقي هذا التزايد على ما هو عليه » احسب عدد الطلاب 


عام 2007 . 00 
[3] ۶ و ب دالتان معرفتان على كما يلي: °1 
“(7,ه)-(م)/ 5 '(2(201.2)م 


1.شکل جدول تغيرات الدالتين كر و چ ٠‏ 5 
2.ارسم المنحنيين الممثلين للدالتين'/. و ج في معلم متعامد 

و متجائس. 

[#ج /ردالة معرفة على +7 كما يلي: )مار 
1.بين أن / هي مركب دالة كثير حدود و دالة أسية ذات 
أساس © . 

2.ادرس ادرس نهاية “عند مم وعند 6+ . 


5 
“ردالة معرفة على 12 كمايني: 3 - (») ل 


ادرس نهاية ر عند م وعند + . 


2+3 


وم نمتبر المعادلة (7/) التالية: 
.١‏ بين أن المعادلة (:/)تكافئ المعادلة 1> | 
2.ادرس تغيرات الدالة /. المعرقة 
+( 
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اب- احسب نهاية :2-7101 لما ديؤول إلى ح4 . 


ج- استنتج نهاية ب لما يول إلى + 
َ نعلي 1 
وك RF‏ 


2- بوضع "× = /) ١‏ بين 


ب استتتج دهي 1۳ لما #ديؤول إلى مه . 


8 ما‎ 6 3h 
افر لان ب و‎ 
بین أن = ا “د‎ ٠ ) الماع‎ 3 


اب- استنتج نهاية 10 ”3 لما “ديؤول إلى0. 


4. أ- بوضع +- - /) ٠‏ بين أن 


ب- استنتج نهاية *” لما #ديؤول إلى مه 


بيك ادرس النهاية عثد + للدالتين التاليتين 
“ارد )م 2 (x)=‏ 
1 


اا باستعمال تبديل المتغير ؛ ادرس النهاية عند «م+ 


للدالتين التاليتين 
(x)=‏ £ 6 جب -د(م),/ 
دمي] / دالة معرفة على ] ب 7× *106 -()/ 


مثلنا منحنييها البياني على شاشة حاسبة باستعمال 7 
55 >5 و550بر>ك 


ضع تخمينا El‏ عقد صم و عند ممه . 
2.ضع ”× كمامل مشترك في كتاية و ادرس نهاية "/ 
عند صا 

3. ادرس نهاية /ر عند مم .قارن بين التخمين الذي 
وضعته مع النتائج التي حصلت عليها. 


* في الثمار إلى 64 عير 
ر المعرفة على ]+0[ ٠‏ 


1( كد زمار 2( دما ترد زمار 


[ احسب النهايات التالية: 
1 و 3 . 
ام @ 7 
mG‏ م (neN') mi‏ 


lim 6 


بعتي 


Ene” (4 


merhe" م‎ 


lima? ارد‎ (4 


حيث #ديمثل ١ )( + E‏ مقدرة بآلاف 


الدنائير . 
ما ذا تصيح الكلقة المتوسطة للإنتاج عندما ترتفع الكمية 
بشكل غير معروف؟ 5 


للع ا/ دالة معرفة على 8 ب (x-1)e‏ - )ري 

عين نهاية كر عند 
2ج دالة ممرقة عن چ 
عين نهاية چ عند هه ٠‏ 


کرت کرو شكل جدول تغيراتها. 
ال 
م “ردالة معرفة على "7 ب ج =«( 

1. أ) ادرس تهاية الدالة ار عند صم . 

ب) ادرس تهاية الدالة كر عند0. 
2. بين آنه من أجل كل عدد حقيقي #0 × : 


استنتج نهاية الدالة ل عند مم+ . 


تعتبر الدالة/رالمعرفة على ]> +:0] كما يلي: 

f (x)= xe 

ترمز ب(۳) إلى التمثيل البياني للدالة ر في معلم متعامد 
و متجانس (/ ,0) الوحدة: 10c‏ 

الجزء1: 

1.|- عين نهاية الدالة ر عند + . 

ات الدالة ‏ و شكل جدول تغير 


1 
2. أ- بين انه من آجل كل عدد حقيقي ۱ من ۰ 
el‏ 


المعادلة = (+) / تقيل حلين. 
بد قي الحالة ل = ترمز إلى الحلين ب © و 8 حيث 
8 >4 .عين حصرا سعته 107 للعدد ©. 
ج حل المعادلة 8 = )١(‏ /. في الحالة 0 - 77 و لمعو 
الجزء2: نعتبر المتتالية (./8) المعرفة على 14 2 

* ,= ,1 حيث © هو العدد المعرف في 


کن لوعن عضيس < 7 
ب- برهن أن المتتالية ( ,؛) متناقصة. 
جد هل المتتالية (,) متقارية؟ إذا كان الجواب نعم عين 


المنحني (2) في الشكل التالي هو 

على 8 ب : (طجعم) © -(6)زر 0 
حيث 0 وط عددان حقيقيان .المستقيم ۸ هو 
للمنحني (2) عند النقطة التي قاصلتها 0 . 


۰ /]-2[ بقراءة تة عين‎ ١ 
/')0( 2.احسب‎ 
. 4 3.عين معادلة للمستقيم‎ 
. 4.عين قيمتي © وط‎ 
+ 2 الجزء‎ 
: .لتكن / الدالة المعرفة على *5 ب‎ 1 
ا+ زجع" - )ا‎ 
٠)تاياهنلا شكل جدول تغيرا ت الدالة :/ (لا يطلب حساب‎ 
١ /7)2( 50: استنتج انه من أجل كل [0:1] > :د‎ 
* لتكن ج الدالة المعرفة على 7# ب‎ .2 
تاي‎ - e” (2x +3)+ بر‎ 
۰۸) احسب ()'ج عبر عن ()' ير بدلالة‎ 
:1[ استنتج اتجاء تغير الدالة يو ثم إشارة (6)ب+ على‎ .3 
الجزء3:‎ 
استلتج من الأسئلة السابقة أن المنحني (©) ل‎ .١ 
+]0:1[ المستقيم 4 في المجال‎ 
fas استنتج أن‎ .2 


أو (©) هو تمثيلها البياني في معلم متعامد. الوحدة 26 
على محور الفواصل و 12677 على محور التراتيب. 
1 احسب (د-)"ر .ملا تستنتج بالتسبة للدالة ٠7‏ 
أب- تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي × : 

1-)1+ مارو 
1ن 
يج ادرس إشارة (8)"/ر على ]+ :0]. 

أد- ادرس نهاية عند مم ثم فسر النتيجة بيانيا ٠‏ 
أف- شكل جدول تغيرات الدالة “على ]م +:0] و أعط 
القيمة المضبوطة للعدد (e-1)‏ / 


(0= 


7 1 5 
- بين أنه من اجل كل عدد حقيقي × :- > ()ر 5 0. 


2. أ- ارسم المنحني (©)محتدا المماسين ل (©) عند 
التقطتين اللتين فاصلتاهما 0 و 6-1/.. 

عين عدد خلول المعادلة 0,2 > (:)/ 
نرمز ب © و 6/ إلى الحلين الموجبين للمعادلة و تقبل أن 
0,54 


ب- بقراءة بيا: 


© و2 : 
ج- شكل جدول إشارة [0,2-(×)/] على المجال 
:0 
ن الدالة ر المعرفة على 1# ب: 

f(x)=e™* 3e" +x +2‏ 
(€) هو التمثيل البياني للدالة /. قي معلم متعامد 


و متجاض (¡ 0) الوحدة 41 


1) ) عين لهاية الدالة/رعندما يؤول ×١‏ إلى مم-. 
ب) بين أن المستقيم (/ الذي معادا 
اللمنحتي(©) . 
ج) ادرس وضعية المتحثي (')) بالنسبة إلى المستقيم 1 . 
2) بين أنه من أجل كل عدد حقيقي + 


شمشم )هار 
استنتج نهاية الدالة / علدما يؤول 3 إلى حا . 
3) أ- احسب (0ا/ 

=(2e"-D(e"-1)‏ وار 


2+ ×= مقارب 


حل في 12 المعادلة 0 - (») “ر ثم شكل جدول تغيرات كر 


حك 


4) آ- عين معادلة الم 
درست( 
ماذا يمكن القول عن المستقيمين 7 و (1” 
ب- ارسم 7١‏ و المنحني (©) في المعلم [ر ,/ 
5) احسب بر المساحة 5, لحيز المستوي ال 
بالمنحني (7)) ٠‏ المستقيم (/ و المستقيمين اللذين 

0-م وln3=‏ 
هع تن / المعرفة على المجال|+: |د 
دة-الة ١+‏ - مار 
و (©) هو تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس» 
الوحدة ,30 . 
1. ادرس نهاية عند مم-. 
2.أ- احسب (۸)'/ و ()"/. حيث '/ و"/ هما 
المشتقة الأولى و الثانية على الترتيب للدالة ير 
ب- تخقق أنه من أجل كد لحيس[ عد : 


ف 


0 > سر 
ج- بملاحظة أن 0= (0)"/ ؛ استنتج إشارة ()/ 
مسد[ 


د- شكل جدول تغيرات الدالة تر . 

3. ارسم المنحني (©) ٠‏ 1 

4.أ-عين دالة أصلية للدالة 1-3 ج۸ =| 

ب- احسب ب «ء مساحة الحيز من المستوي 

بالمتحني (2)و المستقيمات التي معادلاتها: 
لا 


لتكن ر مس ا 


١ 


1- 
و©) a.‏ ا 
الوحدة 50070 
1 . بين أن الدالة / فردية. 
2. آ- بين أنه من أجل كل عدذا 


*52) برك ما *5 
"دم 

ب- استنتج اتجاه تغير الدالة ر ٠‏ 

3. أ- احسب نهاية / عند 0. أعط تفسيرا بيانيا لهذه 


2 


آن 0-60)/ lim‏ 
4. حل المعادلتين <= (5)/ 


5. ارسم المنحني () - 
لتكن الدالة/رالمعرفة على ]+:0] ي: 
و تكن ادا 


f(x)=x*-3+3e 3‏ 
(,©) هو التمثيل البياتي للدالة /. في المستوي المنسوب 
إلى معلم متعامد و متجانس (/,0:7) (الوحدة «26) 
1) أ- احسب '/ مشتقة الدالة / . 
ب- ادرس تغيرات الدالة "”/ و احسب نهاية' ر عندما 
يؤول × إلى + . 


ج- استنتج أنه يوجد عدد حقيقي وحيد » (0 <4 
ج أنه يو حقيقي 


3 به اي 
3) أ- شكل جدول تغيرات الدالة /ر . 
أن المعادلة 0= (3)/, تقيل حلا واحدا 8 في 
ثم تحقق أن 0,9 > > 0,8 
سم المنحتيين ‏ و (/©) و حدد المماس 
للمنحني (م")) عند النقطة التي فاصلتها 0 . 
يريع لتكن الدالة ۴,المعرفة على أ +:0] ي 

040 
(ر) هو التمثيل البياني للدالة"/ر في المستوي الملسوب 
إلى معلم متعامد و متجائس ):0( (الوحدة )2c‏ 
1) أ- 'ر و" هما على الترتيب الدالة المشتقة الأولى 
و الدالة المشتقة الثانية للدالة/ر . 


ده + )] ڈ 


احسب من أجل كل عدد حقيقي موجبتد (:<)'”/رو (۸)" كر . 


للمنحتي (م©) و حدد الوضمية النسبية 
و المتحني (,€) . 

- بين أن المنحني (,:6) يقبل مماسا في نقطة ۸4 م 
للمستقيم (/ .عين إحداثيتي 4 . ١‏ 
3) بين أن المعادلة 2= (:)/. تقبل حلا واحد © على 
المجال ]-+-:0] .تحقق أن [ > © >0 

4) ارسم المستقيم 2/ » المماس عند النقطة 4 والمنحني 


-(C,) 

EEE Il 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (0.1) 

الوحدة: "10 

الجزء 1 : 

1 . نعتبر الدالة / المعرفة على 8] كما يلي: 
x)‏ +2,5(=)*(/ 


0 
5 


1.ادرس اتجاه تغير الدالة ‏ . 
2.احسب (×)/ 1لا 


سعد ار د 
4. شكل جدول تغيرات الدالة /. .ارسم التمثيل البياني 
للدالة ‏ في المعلم (0.7.7)- 

1 . لتكن جر الدالة المعرفة على 1# يب : 


ا = ()/ تقبل في المجال 
|[0:10] حلا واحدا ترمز له ب . 


1 . نعتير منتوجا حيث دالة " الطلب " هي (/)/. يدلالة 
السعر الموحد م و دالة * العرض * هي (77)بم 

( م مقر بالدینار و [0:10] م ). 

أعط سعر الموازنة آي السعر الذي يكون فيه الطلب 


اويا للعرض. 
2.تحقق أنه من أجل سعر 3,10/(/4 ٠‏ إذا ارتقع السعر 


بدعبة 1 ؛ الطلب ينخفض بنسبة /19 تقريبا. 
17 . تعتبر الدالة :4 المعرقة على المجال[0:10] ب 
-1:)0 


في الاقتصاد :1 تمثل المرونة ل ٠ f‏ 


:.تحقق أن من أجل كل × من [0:10] : 


- حل في [0:10] المعادلة 1-- (7)2/. 


ب-أعط قيمة عشرية مقرية على 0,01 بالنقصان لهذا الحل. 


5 الجزء 1 : 

المعرفة على أمه +2 -| لك 
(2x +1)-6ln(2‏ مان f(x) =—x+7+‏ 
ترمز ي ()) إلى التمثيل البياني للدالة ر في معلم 


متعامد و متجالس (/.0.1) . 


اللكن الدالة 


1) برر أن ر معرفة على + 


2) عين نهاية الدالة/رعند + - .استنتج أن الملحلي (:) 


يقيل مستقيما مقاربا (12) يطلب تعيين معادلة له. 


3) بملاحظة أنه من أجل كل عدم ٠|‏ 


2 


2x+1 
. (ax +1)-6ın(2x+2)=n (ZE) 


ق 


أ- ما هي نهاية [(7+×-)- 
دمب ؟ أعط تفسيرا هتدسيا. 
ب- ادرس وضعية المنحتي () بالنسية 
05 )بين أنه من أجل كل من ]د 
22-32+5. 
REDO)‏ 

حيث '/. هي الدالة المشتقة للدالة / . 
ب- ادرس إشارة"/. و شكل جدول تغيرات /ر. 
6) ليكن '7 المماس للمنحني ()) عند النقطة 1 التي 
قاصلتها0 .عين معادلة للمستقيم1 . 

7) ارسم المستقيمات ((/) (7:)4 و المنحني (6) في 
المعلم ,0:7 ) الوحدة ,2000 

الجزء 2: 

1) لتكن // الدالة المعرقة |1| بے 

1 لل‎ (x)= مازا+ع2)‎ (2x +1)-(2x+2)1n (2x +2( 


بين أن الدالة 7/ هي دالة أصلية على | +| ل h‏ 


المحزقة غ ا 2 0 

2) نرمز ب (:/) إلى حيز المستوي المحدد بالمنحنين (©6) 
المستقيم (4) والمستقيمين اللذين معادلتاهما 2 = × و 5= 
أ- ضلل الحيز () في الشكل. 
ي-احسب القيمة المضبوطة لمساحة (:/) مقدرة بوحدة 7١١‏ 
المساحات. 

ج- احسب مساحة (:/) ب ”«ء (تعطى النتيجة 
شكل قيمة مقربة إلى 01, 0) 


EEE 
5 الدالة المعرقة على [0:6] ب‎ )',, 1 


™ )24 - 0ه + قي0 - (4)ي©» 
هذه الدالة تمثل الكلفة الهامشية 
كيميائية على شكل سائل؛ ب هو كمي 
اللتوات و () ,6 مقدر بآلافا 


7 أن الدالة ج المعرقة ا :0] ب 
"مو4 = (4)م تقبل كدالة مشتقة الدالة المعرقة ب : 

£ (4)=4(1-2q)qe™ 
ب- علما أن المصاريف الثابتة (0) ,) ترتقع بالق دينار‎ 
٠ 4 عين الدالة ,)التي تمثل الكلفة الإجمالية بدلالة‎ ٠ 
ادرس اتجاه تغير الدالة ,) على [0:6] باستعمال‎ -.3 
. السؤال1‎ 
اب- مثل الدالة * الكلفة الإجمالية * في المستوي المنسوب‎ 
. 207 إلى معلم متعامد و متجائس الوحدة‎ 

ثمن البيع لهذا السائل هو 10,8/24 للتر الواحد » 


و الإنتاج اليومي يباع كله. 
1. أ- مثل في المعلم السابق الدالة التي تمثل الدخل اليومي 
ب- بين أن الفائدة (نرمز لها ب (8)0 ) معطاة ي : 


B(q)= q-1-4e™ 
2.لتكن الدالة / المعرفة على [0:6] ب‎ 
(4) =1.8-C,„(4) 
',, أ-ادرس اتجاه تغيرات الدالة / مستعملا تغيرات الدالة‎ 
© ب- بين أن المعادلة 0= (4)/ تقبل حلا واحدا‎ 
)© على [0:1] (لا يطلب حساب‎ 
-]0:6[ ج- استنتج إشارة (/)/ على‎ 
استعمل السؤال السابق).‎ 
ب أعط قيمة ()/ بتقريب 0.01 بأخذ 0,28 كقيمة‎ 
ل ماذا تمثل هذه القيمة بالنسبة للمصنع ؟‎ 
المعرفة على المجال]ه+:1] ب‎ mam 
1 1+ 


3. أ- أعط تغيرات الدالة / ١(‏ 


f(2) 7‏ 
بعض المعلومات المتوفرة عن الدالة معطاة في جدول 
التغيرات التالي: 


2 


المجال [1:0] . 
3.باستعمال النتائج السابقة و جدول تغيرات /رء عين 
(3)/. حسب قيم × . 

الجزء 2: 

لتكن ج المعرفة على المجال ]+؛:1] ب : 


و () هو تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس » 


لت 
الوحدة 2٥/1‏ 1 
1 عين نهاية بع عند +. 3 


0 5 .ماذا تنج 


ن أن أن الدالة / المعرفة في الجزء۸ هي مشتقة الدالة 5 


3. لتكن 14 النقطة من (©) التي فاصلتها » و '7 المعاس 
أن 7 يوازي ®. 

2 .و (©) (تؤخذ 1,25 كقيمة مقرية 
للعدد ). 
5. ليكن ؟, حيز المستوي المحدد بالمنحني (©) 5 
و المستقيمين اللذين معادلتاهما | = × و 
و لتكن )/ مساحة الحيز '5 مقدرة بوحدة 
أ- عبر عن 4 بتكامل - 

ب- احسب 4 (لاحظ آن ها 


ر 


® 
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| لتكن الدالة / المعرقة على 8 يه 
ع رغد )د نال 

٠‏ لكل سوال إجابة واحدة فقط صحيحة.حتد هذه الإجابة 
1. مشتقة الدالة /رهي : 


f'()= (x +1)e= 5 - 


5-6 عس رسي - زع 
€ 

جد عت #1(2 جرد + )= )ار 

/ )( - 2م)‎ +2x-1) e 


عينها مع تعليل الجواب 

لإدالة معرفة على 1# ب: *2×=(×) “را ء 
وت تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس. 
(i.1‏ د رمي Jim‏ ب) lim /(x)=0‏ 


ج) lim / (x)=—e‏ 
2 من اجل كل عدد حقيقي “ده 
/(x)=(1-xtn2)e™ Û‏ ب) f'(x)=(1-x)27‏ 
ج( ”2)2 /'(x)=(1-x1n‏ 


3. آ) من اجل كل عدد حقيقي *: 


3 
(57 


> ()/ تقبلين حلين فقط. 

ج) المماس 7 للمنخلي © علد النقطة التي فاصلتها0 قوق 
المنحني © . 

4. ج هي الدالة المعرفة على | 0.4[ ب (:«) /رها > (:د) بر 
أ) من أجل كل عدد حقيقي 0< + 0> (:) # 

ب) د (ه) ۾ واا 


۹ 1 
ج) ادلة ي متاقصة على اجان إل ٠ |٠:‏ 


لتكن الدالة/المعرقة على 2[ ب 3(٠“‏ 
1.من أجل كل 0 < × » 3ج < (بد)يرء 
2.محور الفواصل مقارب لمنحني الدالة / 
3.مشتقة الدالة هي *“#(عد- 2) - (<)"ر 
4. الدالة ج تقيل قيمة حدية واحدة. 

5.من أجل كل 2ك غ ٠ ١‏ المعادلة = (+د)/ إما لا 
حلا أو تقبل حلين. 

6. الدالة / متناقصة تماما على 1# . 

“ردالة معرفة على 2 ب+ )«(/ 
اذكر إن الخواص الثالية صحيحة أم خاطئة و علل اختيارك 
1. ب : 0< J(*)/(-x)‏ 


2 به كمد )زمار 
3. من كل عدد حقيقي × : 1ك («) / 

lim / (x) =0 .4 

lim /'(x)=0 .5 

6. المنصف الأول هو المماس لمنحني الدالة/ عند النقطة 
التي فاصلتها0. 


َم لكل خاصية من الخواص التالية ٠‏ اذكر إن كانت 

صحيحة أم خاطئة معللا إجابتك. 

1. من اجل كل عدد حقيقي ج ×=( "۸)2 

2. يوجد عدد حقيقي © موجب حيث من أجل كل عند 
حقیقي د ٭+=("4) ۱١‏ 

3. من اجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما eg‏ 


5 ix 
am" = x 


4 يوجد عدد حقيقي × حت 3= 27 
6. من اجل كل عدد حقيقي موجب كه ×> 
١‏ 
6. يوجد عدد حقيقي موجب »احيث * 
7. من أجل كل عددين حقيقيين× و :¥ 


# تمثيل سلسلة إحصائية لمتغيرين عددين بسحابة نقط . 
#» تعين إحداثيي النقطة المتوسطة . 
# إنشاء مستقيم تعديل خطي . 


لا شك أنك تت 


لماذا ؟ إن جهوده ال 


بسبب عيث أخيه الصغير بأوراقه فضاعت منه كثير من المعلومات فهو يذكر أن عدد الأشخاص الذي 


استجوبهم هو 400 , فهل يإمكانك مساعدة سعيد الحزين و جعله سعيدا ؟ 


E >‏ 
000 |“تكرار مجعم م |التكرار ,ر | المراكز ,× 
zh 3 |‏ 1 
1 شاي 
1088 21 17 
aa 250‏ 84 
40 
چڪ 28 
الحل في آخر هذا الفصل 


تدس يعد كل خمس سنوات 

ملفات المستفيدين من السكن في القرى 
و المدن المتوسطة و الكبيرة . 

أظهر ت الدراسة الجدول التالي 


1999 124.2 9889 242 

2000 1311 979 1 21 

2001 1389 9195 || 259 
١ 2003 141.6 1 946.1 || 21.3 || 
3 2004 152.9 1041 ا‎ 2 


يعطى عدد المستفيدين 


1) أدخل كلا من هذه السلاسل قي قوائم الحاسبة و عين التمثيلات 


ة لسحابات النقط في الحالات الثلاثة . 


ثم اختر القائمة 


ألقر تياعا على الأزرار E3‏ 8 5 1+ظ 
نقط السحابة : ا 


2)بعد معاينة السلاسل ( ,'ر: ,:د) ٠‏ ( ,2:,) و (,/:,:) على شاشة الحاسبة أيها تكون النقط فيها أرب إل الإا 
3) مثل النقط ( ,"د , ,) ,17 في معلم متعامد مبدؤه (0/)1998:120 و يوحدة ”ع 2 لكل سنة و 610 1 لكل 

5 آلاف مستفيد 
3) أنشئ (,12) المسلفيم الذي يشمل (1999,124,2) 11 و (2004152.9), / . أكتب معادلة ديكارتية ل (1)82 
4) أنشئ في نفس المعلم المستقيم (,(/) ذا الممادلة 10112- 521218 
- أي المستقيمين أقرب الى السحاية ؟ 
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نتتاول النشاط السابق من جديد . إليك تمثيل 
سحابة النقط و المستقيم (,(/)» نزيد إثبات آن 2 9 
المستقيم (,(/) الذي معادلة له 

y =5,12x -10112‏ 
أقرب لسحابة النقط ( ,',,*) ,۸1 من 


المستقيم ( ,(/) الذي معدلة له : 


2002 2004 2006 5,74: -0 


1) ,11 هي النقطة التي احداثياها (,'ل,,5) 


2000 


1998 00 


و ,/ هي النقطة من (,(1)و التي ها ,× فاصلة , 4/ 


- فسر هندسيا العددين 3 
150+ -5,74- . 5 ا - 
و 11350+ -5,74x,‏ نر)ع ,لك | ع 
/ 

2) باستعمال الحاسبة ٠‏ 
- أحسب الأعداد الخمسة *(11350+ ,+5,74- ,/ز) من أجل قيم 7 حيث [,1611,2,3,4,5 1 


ثم أحسب المعذل ,3 لهذه المريعات 


1- لإدخال عبار الدالة ْو بالنسبة للمتغير نستعمل اللمسة 


2 لتجيين بداية الجدول و الخطو شا جع 
وتن خد رد E‏ د..... ...لها ل د 


3) أحسب المعدل ,3 للمريعات *(11350+,5,742- ,۷) = 4 
4) قارن بين المعدلين - التعليق 
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أثناء دراسة على مجتمع إحصائي تتم أحيانا ملاحظة طبعين كميين ( كملاحظة مادتي 
اثانوية ما ) . عندئذ نعرّف متغيرين × و ۷ تعطى قيمهما ,د و ,/ز_في لاجدول 


2 a 2 03 3 


Ys 
مجموعة الثنائيات ( ,ر ×) تشكل سلسلة إحصائية ذات متغيرين‎ 
: ملاحظة‎ 
: سحابة نقط و النقطة المتوسطة‎ -1-1 
/,( قي معلم متعامد ( مناسب ) مجموعة النقط‎ 
[7 ( النقطة المتوسطة لهذه السلسلة هي النقطة‎ 
+ +N 


Jz 


Ja 


) ,31 هي سحابة نقط السلسلة ذات المتغيرين × و ا 
3) 7) حيث ۳ معدل القيم ,د و 7 معدل القيم ,بر 
ولج + وار جر رج 

5 n n 


ملاحظة : 
متال : يوضح الجدول التالي ارتفاع نسبة النجاح في شعبة تسيير و اقتصاد خلال سبعة سنوات في مؤسسة ها 


1975 1980 1985 1990 1995 2000 


2001 
723 74 275,3 77 195: | SLT || كله‎ 


سحابة النقط الممثلة الممثلة لهذه السلسلة قي 
أمعلم متعامد مبدؤه (1975:70) 0 


النشلة المقوسطة (1989,77.2) 6 


ا 2010 
2-1- تغيير المبدأ أو الوحدة : 


=y,=b‏ را 
7 . في المثال السابق (07)14.4:7,2 مع 


نطبق الخواص : 437 - 7 . في المثال السابق (14,4:0,772)” © مع أخذ 1975- ,×= ,2 


.تعرين محلول1: يبين الجدول التالي العدد ,× لخريجي الجامعات و المعاهد ال 
سكاتها ,لر ٠‏ (,+ و ,لز بالآلاف ) 


1 2 3 4 5 
815 860 536 796 645 
92539 69901 52198 69516 67804 


- مثل سحابة النقط ( ,':,:) في معلم متعامد و مناسب 
الحل لاختيار المعلم ٠‏ نستعمل قيم مدورة للقيم الدئيا و القصوى لكل من المتغيرين 26 و ¥۷ 


تختار كميدأ (500:50000) 0 كوحدة على محور الفواصل 
20 ل 60 ألف خريج و على محور التراتيب 


1 ل 8 ملايين نسمة - 


تمرين محلول2: يعرض مصنع أسعار بالدينار لكمية مختلفة من مادة ينتجها كما يو 


700 600 500 400 300 ع 
1- عين النقطة المتوسطة (7: 


| 5 54 51 45 40 
58 
2- عين ,7) النقطة المتوسطة للنقطتين الأوليتين و ر النقطة المتوسطة للنقط الاخرى ثم تحقق أن 6 نقطة من 
المستقيم (,66) . 
الحل 1 


) © لسحابة النقط (,'2: 


1) باستعمال الحاسبة و يمد إدخال القيم ,ند و ,نز في للقائمتين ,2 و ب على التركيب ف ا 
م (عله ) م ( با ا اھ 
تحصل على 500 = 3 و 49.4 


أي )500;49,4( 6 


ERS 
a =0. معامل توجيه (66) هو‎ , 6, )600:54( › 6, (35042, 5( )2 


معامل توج 6 مر 6ین ن 54-49.٩4‏ . تود و ا و يهلا 
Eos E a (GE‏ 
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القيام بتسوية خطية أو بتعديل خطي لسحابة نقط ( ,'ر, ,) ,۸1 
يعني إيجاد دالة خطية تعبر بكيفية تقريبية عن 77 بدلالة × 


عندما يكون لسحابة النقط المرفقة بسلسلة 
إحصائية لمتغيرين عدديين شكل متطاول ٠‏ نتساءل 
عن إمكان 


إنشاء مستقيم تقع حوله تقط السحابة . 


مبدأ المربعات الدنيا : 3 N e x‏ 
تصب المجموح : “إل +...+M‏ ;ر +M‏ لالد 


pF‏ 3 حيث ,11 هي تقط السحابة ذات الإحداثيات ( ,'(:,) نقبل بوجود مستقيم ( يسمى مستقيم 


الإنحدار بالمربعات الدنيا ) يشمل النقطة المتوسطة للسحابة و يجعل 5 أصغريا . 


مستقيم الانحدار بالمربعات الدئيا هو المستقيم الذي يشمل النقطة المتوسطة لسحابة النقط و معادلته 


المختصرة هي من الشكل 6+ - ر حيث: 


: ١ 
5 52 
2ه و که‎ 
1 
7 
ا ىح‎ 
2 A9 


E 
و‎ Cork.y)== D(x, > 
n4 


MEE 
( © مثل سحابة النقط (,1:,*) ,۸ في معلم مختار بعناية ثم أحسب إحداثيي النقطة المتوسطة‎ )] 
. التعديل بمستقيم الأطراف‎ - )2 
أحسب التزايد المتوسط السنوي لحصة التكاليف ثم المعادلة المختصرة للمستقيم ( , /1, /1) (مستقيم الاطراف‎ 
عين ,:) النقطة المتوسطة للنقط الثلاثة الأولى و ,) النقطة المتوسطة‎ : ) 1۸۷٤۴ ( التعديل بمستقيم مايير‎ )3 
. أنشئ هذا المستقيم‎ ٠ )©0/72( للنقط الأخرى ثم استنتج المعادلة المختصرة للمستقيم‎ 
. التعديل بمستقيم الإنحدار: أكتب معادلة مستقيم الإنحدار 0+ 0ح ٠ر٠ بالحاسبة عين : و<ا ثم أنشئ هذا المستقيم‎ )4 
) 7183+ أي المستقيمات أقرب للسحابة ( استعمل الحاسبة‎ )5 
8 = 
. ياتباح الخطوات المذكورة في النشاط (1) تظهر سحابة النقط على الشاشة‎ )1 
و هو معامل توجيه المستقيم (1/,11) و منه فمعادلته‎ 


2.8-4.4 
2) التزايد المتوسط السنوي هو النسبة ا 
34-8 


4+ 1 0,06-= بر 


ربنع کد ر أي 


J =-0,104x +6,154 و‎ G,(29,33:3,1) s G,(14,66:4,63) (3 


(2) نحصل على 0,0779-= و 85,579 


4) باتباع الخطوات المذكورة في 
5) ياتباع الخطوات التالية 
List Math 5 : Sum((L +0.061xL, 4,8‏ 

القائمة ,1 هي قيم ,× و القائمة ..4 هي قيم ,لز نجد ( 2,037 ) بالنسبة لمستقيم الأطراف 
بلقس الطريقة نجد 1.604 بالنسبة ل (,66) و 1.284 بالنسبة لمستقيم الإنحدار 


تمرين محلول2: إليك الجدول التالي 1 
]600[ 500 400 300 200 ج 
RE‏ 4 41 35 30 
- عين « و ا وسيطي معادلة مستقيم الإنحدار بالمربعات الدنيا 
ا 2 و ساك + ...كني مغادلة مستقيم ا3( 


1 


7 بدلالة ۷ ) . ماذا تلاحظ ؟ فستر . 


الحل باستعمال الحاسبة نتيع الخطوات ال 100+ =l.,‏ .1 و 100+ I=L,‏ 


م يقيرط LınReg (axtb)] [Enter]‏ ؟] . نلاحظ أن 0,043 = ( لا يتغير ) 
بينما 0.222= 4 ( يضرب في 0,01) لان 6 ( حسب خاصية الخطية | 


يوضح الجدول التالي درحة التلوث 
في مدينة صتاعية على مدار سبع سنوات 


ع 
7 6 ما E‏ 3 
14 12,7 115 103 9.7 9.6 9.8 


ج 
باستعمال الآلة الحاسبة مثل سحابة النقط ( ,ر 


TTS‏ ره 


الإدخال قائمة الأعداد , + و لتكن ,./ و قائمة الأعداد ١,‏ و لتكن 1 


1 


E‏ | الس 


ثم اختر القائمة ,./ ٠‏ القائمة ,./ والنوعية ما٣2"‏ 


للمعاينة أنقر تياعا على الأزرار | +دغ5مهه282 EI‏ رد 
لتتيع قط السحابة ae)‏ 


2) شكل السحابة يوحي بقطع مكافئ 


نبحث عن تعديل من الشكل 8+ *(2- )0 - (2) كل | 


نضع *(2- ,د) = ,± أكتب ,ا قائمة القيم ,= 
3) ياتباع الخطوات السابقة مثل على شاشة الحاسبة النقط ( ,ل *) 
4) أكتب معادلة مستقيم الإنحدار بالمربعات الدنيا ل ب بدلالة < (8+ 2 - بر) و مثله على شاط 1 


الحاسية ( تعطى قيمتي 3 و ا مدورتين الى ”10 ) 
5) استنتج معادلة القطع المكافئ المعذل لسحاية النقط ( ,/13,*) 


ملاحظة : 
) تستغل دالة التعديل للقيام باستكمالات ذاخنية لو | 
كال : 
يمكن توقع درحة التلوث خلال السنة العاشرة مثلا و ذلك بتعويض 10 - + في الدالة 0+ 27 
النجد قيمة ۷ . 
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تقارن في الجدول التالي نسبتي الناجحين بدرجة جيد قي امتحان اليكالوريا قي ثانويتين (1) و (2) 


يوضح الجدول ٠‏ 
2003 | 2002 | 2001 | 2000 | 1995 | 1990 | 1985 
18 17 16 15 لكل لاك 0 
6 
ERE | 58 6 65 | 64‏ 
EEE EE‏ مده سوس متم د 


# تعبين النزعة باستعمال المجدول إكسال | 
ن مستقيمي الإنحدار بالمربعات الدنيا لسحابتي النقط ( )٠,:«,‏ و (,2:,) نملا ورقة العمل كما يلي 
- العمود الأول حاص بالستوات من الخلية ۸3 الى الخلية ۸9 

6 5 1 تخصص الخلايا 
- العمود الثاني خاص بالرتبة ,د من الخلية 83 الى الخلية 89 خف D2 9 2 B2‏ 
- العمود الثالث خاص بالقيم ,ر من الخلية °3 الى الخلية °9 ن 


- العمود الرابع حاص بالقيم ,2 من الخلية 1(3 الى الخلية 9 


# تعيين سحابتي النقط في نفس المعلم 
( قم بتحديد الحيز 82:09 من ورقة العمل ثم أنقر على زر بال ثم نختار ؛«ذدم 06 عة« و 
ثم إنهاء سيظر التخطيط المطلوب . أنقر بالزر الأيمن للفآرة على إحدى النقط تفتح نافذة » أنقر على " إضافة خط كه 


tendance (‏ عل un courbe‏ يعاساوزة) ث اختر * خطي * ( ع5نهع10| ) ثم موافق 


- ضف مستقيم الإنحدار للسحابة ( ,2:, ×) بنفس الكيفية 


لإظهار معادلة منحنى النزعة » أنقر باليمين على المستقيم الخطوات التالية 
1~ تنسيق خط الاتجاد format de la courbe de ten dance)‏ ( 

2- خيارات ( 5ه نامه ) 

(afficher I'equation sur le graphique ) عرض المعادلة على التخطيط‎ -3 
) 01 ( موافق‎ -4 


#| للبحث عن تعديل آخر ( أدق ) 
= أنقر ياليمين على إحدى النقط ثم أنقر على ` إضافة خط اتجاه”.. ( ê (outer un courbe de tendance‏ | 
الشكل * متعدد الحدود * ( ©000:0001:«ا0م ) و كذلك الرتبة التي تناسب كثير الحدود - 
= ماهو الإختيار الذي يبدو أكثر ملائمة ؟ 
بنفس الطريقة أيحث عن تعديل أدق للسحابة ( (a‏ 
- ماهي النسبة المتوقعة للناجحين بدرجة جيد في الثانوية (1) سنة 2008 ؟ 
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1) القيام بالتعديل 2 


أ) مثّل سحابة النقط للسلسلة (,1:,“) في معلم متعامد و متجانس ( 15 يمثل 4 أشهر على محور الفواصل و 1673 


"يمل 1 مليون على محور التراتيب ) 
) هل التعديل التآلفي مبرتر + عين النقطة المتوسطة 6 ٠‏ أكتب معادلة ( 1 ) مستقيم التعديل ل ل بدلالة × باستعمال 


اطريقة المربعات الدنيا ( ج و ا مقربتان إلى 10 ) 
ح) أنشئ (8) . 
-) القيام بتعديل آخر : نعتبر الجدول 


1996 | 10/1997 | 5/1998 | 10/1998 | 2/1999 | 71999 وو‎ |. Eî 
0 10 17 22 26 31 33 39 | 
(ك2)صآ‎ | Ln(4,5) | Ln(7.2) | Ln(9,4) | Ln(12) | Ln(15) | Ln(16, 2) | LnG2 6) 


لعتير السلسلة الإحصائية (,2:,) حيث (,«:,<) 

تقيل أن معادلة مستقيم التعديل ل 2 بدلالة × المحصل عليها بطريقة المريعات الدنيا هي 0,961 + × 0,056 2 
عبر عن ل بدلالة × ثم ضع لا على الشكل =e“‏ بر ( أوجد قيمة © مدورة الى 10 ) 

ب) لتكن ج الدالة المعرفة على [ 50 ؛ 0 ] ب **""ع2,6 -(2) م ٠‏ 


-باستعمال الحاسبة 


ة أنشئ بعناية ( © ) متحنى ل 


0 


التعديلين يبدو أقرب ؟ 

الجزء الثاني : سنقارب بالحساب التعديلين السابقين 

1) حل المتراجحة 0< (5), ٠‏ استنتج السنة و الشهر الذي يكون انطلاقا منه عدد مستعملي النقال أكبر من 35 مليون 
( حسب التموذج الثاني ) 

2) نعتبر الدالة 0 حيث 6خ - م 3-7 ١‏ أدرس تتيرات الدللة 1ا( تسل اتو ج ا 
مدورة الى الجزء الصحيح ) لاحظ أن 0,5 =( )¢ 

3) ليكن (:) مماس:( © ) في النقطة ذات الفاصلة ,"د : ماذا تقول عن( ۲/) و ( 5 ) ٠‏ أنشئ (150) 

4) ماذا تمثل ,٠د‏ عند مقارئة آ و اي ؟ 2-1 
- بين أن تنعدم من أجل قيمتين ل × هما ,× و ر يطلب حصرا لكل متهما بين عدذيق ح 

5) هاذا يمثل ,د و ارد عند مقارئة و ب ؟ 5 
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الجزء الأول : 
في بلدية ما يدفع المواطن ضريبة حس بدخله الشهري كما يوضحه الجدول : 


| 1 | ده | o8‏ | 07 | 06 | كره | 04 | قره | 02 
تبه | 0.06 | 0.04 | 0,025 


0,16 | 0,25 | 04 | 065 | 1 | 

مثلا الزوج ( 0,25 ٠‏ 0,7 ) معناه 70% من المواطنين يدفعون 25% من الضريبة الكلية للبلدية . 
1) أ) مثل سحابة النقط (,/ز؛ ,) ( المعلم متعامد و متجانس ٠‏ الوحدة 10600 ) 

ب) هل التعديل الخطي مبرر ؟ 

2) نعتبر المتغير الاحصائي ر |١‏ 2 من أجل قيم ل الأكير تماما من الصفر ٠‏ 

أ) أنقل و أكمل الجدول التالي ( تقرب قيم ,= الى 0,01 ) 


0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 
-3,69 


ب)أكتب معادلة للمستقيم المحصل عليه كتعديل خطي بطريقة المربعات الدنيا على الشكل دا + ×1 > 2 


( يقرب 8 و ط الى 0,1 ) 
ج)استنتج علاقة بين × و ل بالشكل ""4 = قيمة » الى 107 ) 


الجدول السابق و علق ) 


3) أنقل وأكمل الجدول بقيم مقربة الى 0,01 


1 و» | هه | 7ه | ىه | كه | 04 | 03 | 02 


ا ا 


الجزء الثاني : 

نعتبر الدالتين ۴ و ي المعرفتين على [ 1 : 0] كما يلي : 14م 0,01 (©) “رو ( ل ك( 

( © ) متحتى/ و ( (1 ) المستقيم الذي 

1) ) باستممال (:]4 كتعديل ل بر في الجزء الأول » عين بنسبة 196 ( مقربة ) نسبة المواطنين الذين يدقعون نتف | 

اضريبة اليلدية . 

ب) درس تغيرات تغيرات الدالة '/ و أنشئ منحناها البياني و كذا المستقيم ( 19 ) في المعلم السابق | 
2) أ) حل قي المجال [ 1 :0 ] . 1=(  /)١‏ الحل 8 يقرب الى 0,01 

- أنشئ ( 1 ) مماس ( ١‏ ) في النقطة التي فاصلتها 8| 
ب) حل في المجال [ 0:1 ] ٠‏ 1<( / و أوجد علاقة بين () "رو ( چ ثم اش 
ج) من أجل أي قيمة ل × تأخذ ٣‏ أكبر قيمة . تر النتيجة هندسيا 


در 


د 0 


أعطت نتائج دراسة حول منتوج مستهلك 
السلسلة الإحصائية (,/1:, *) حيث ,× هو الثمن 
بالدينار للكيلوغرام ( ع ) و ,نر الكمية المطلوبة بالطن . 


0 | 188 | 165 | 150 | 137 | 130 1 120 
AS‏ | 4 43 | 46 | 48 | 51 يه )| 38 
) مثل سحابة النقط ( ,ر:,×) ,14 في معلم متعامد ٠‏ 
( ع1 لكل 10 ديئار على محور الفواصل و 200 لكل طن على محور التراتيب ) 
- هل التعديل الخطي مبرّر ؟ 
) - أكتب المعادلة المختصرة لمستقيم الإنحدار (4) ( ل بدلالة × ) ( يعطى المعاملان مدوران الى 10 ) 
- أتشئ هذا المستقيم في نفس المعلم . 
- أحسب الكمية المطلوبة للمنتوج بالنسية لثمن مقداره 245 دينارا للكيلوغرام . 
*) نضع ا ± » أحسب القيم ,< مدورة الى "10 ثم عين المعادلة المختصرة لمستقيم الإنحدار ( < بدلالة ) 
( يعطى المعاملان مدوران الى 107 ) 
- استتتج الدالة / التي ترفق الثمن × الكمية المطلوبة ر حسب هذا التعديل و تحقق أن 3,09 - (245) / 
#) نعلم أنه من أجل الثمن 245 دينارا تكون الكمية المطلوبة للمنتوج 3,2 طن 
- أي التعديلين أدق ؟ 


يوضح الجدول التالي ثمن شراء عشر شاحنات 
( يمئات آلاف الدنائير أي 24 100.000 ) 
و ما يقابله من استهلاك للبنزينت 

متوسط ( باللتر في كل 134 100 ) 


أي (1/100 ) 
434 | 36,8 | 362 | 34,8 | 33,65 | 32,25 | 31,62 


هه | و |89 | 8 | 8&5 | 84 78 | 7 | 76 
1) مثل سحابة النقط ([, ب : , )٨‏ في معلم متعامد مبدؤه (30,7) 0 و بوحدة 1 لكل 100.000 دينار ( فواصل )| 
و وك 1 لكل 0,51 ( تراتيب ) ۰ 

- هل التعديل الخطي مبرّر ؟ 
2) عين إحداثيي 6 النقطة المتوسطة للسحابة و علم 6 في نفس المعلم ٠‏ 


3) - أكتب معادلة (4) مستقيم التعديل الخطي بالمربعات الدنيا على الشكل ‏ + 4 - 


- أنشئ (4) قي نفس المعلم 


4) اشترى أحد الخواص شاحنة بثمن 6510000 ١‏ » باستعمال التعديل الخطي السابق 
- بكم يقدر اده المتوسط في كل 100 كيلومتر لهذه الشاحنة ؟ 
في كل 100 كيلومتر 


يمكن التحقق من النتائج باستعمال الحاسبة ( 1183 ) 
| 1- إدخال القائمتين :4 و دى 
:- تمثيل السحابة (/ل', د) ( مع الإختيار الأنسب للمعلم باللمسة 


1 14:16] 
16:18 

18 2 
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24: 26 

:30 

اهتم بمشكلته و ساعده بقليل من 


0 ]| 100 
الآن سعيد فعلا سعيد و هو يبعث بخلص تشكراته لكل من 


CBSE 


أل أحسب معدل السلاسل التالية ( دون حاسية ) 
باستعمال خواص الخطية للمعدل 
(i‏ 101 


102 103 104 105 106 
اب 23550 23575 23600 23650 23700 
ج( 0,0052 0,0055 0,0057 0,0062 
إد) 16 0 9 2 0 :10 13 14 17 


1) أحسب معدل السلاسل التالية و معدل مربعاتها 
7 05 124 7 19 11 
02 03 05 01 


زب 4ه 01 


معدل مريعات قيم السلسلة هل يساوي مربع معدل قيم 


السلسلة ؟ 


7 با بتعمال الحاسبة ء» أحسب المعدل والانحراف 
المعياري للسلاسل التالية : 

1 33 ON 23 SMES E 
2,4 3,5 12 26 16 05 


1 
13 12 14 11 10 13: 12 1 10 12 Es 


4171215-16 78 


-- [6 ]616161 [5|6[ه[زة[ةلخ|إا 
1\s|s|s|s|s8 |9| 9 [olur‏ 
|18| 16 |15 | 14 |13 |13 |12 |12 |11 


1.حدد الوسيط و الربعيين الأول و الثالث. 

2.أدخل هذه السلسلة قي الآلة الحاسبة و أنشئ المخطط 
بالعلب و استخرج ,0 و 1/4 و ,0 ثم احسب يالآلة 
هذه القيم ٠‏ هل هي نفسها ؟ 

3.أنشئ المخطط بالعلب ياستعمال القيم المتحصل عليها 
حسابيا قي السؤال (1). 

أحسب الوسط الحسابي و قارنه مع الوسيط. 


EIEN 5 


0,60 | 0,08 | 021 
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1) مثل سحابة النقط ( ,/2:,*) في معلم متعامد طول 


الوحدة على محور الفواصل © | و على محور التراتيب 
10cm‏ 
2) مثّل سحابة النقط ( ,2:,/) في معلم مناسب 


إليك الجدول التالي: 


1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 
3: 4 5 
4305 4,188 | 4,201 | 4353 


1) مثل سحابة النقط ( ,/ 
(1996:4.1) © و بوحدة 2017 لكل وحدة على محور 
الفواصل و 1617 لكل 0,05 على محور التراتيب 

2) يآية تحويلة يمكن الحصول على سحابة النقط 

( ,'ز.,») اتطلاقا سحابة النقط (,لل.,/) ؟ 

[# ) من أجل كل سلسلة في التمرين (5) أحسب إحدائبي 
النقطة المتوسطة . 

2) حدد في كل حالة النقطة المتوسطة على سحابة النقط 


El‏ الجدول التالي يبين ,× نسبة الأمية و ,ا 
متوسط عمر النساء في 15 دولة نامية ٠‏ 
384 | 217 | 43.4 | 57,8 
03< | 57,6 | 56.8 | 59,4 
45.6 | 51,4 | 22,7 
52,4 | 58,9 


7 
2) ستل هذه الساسلة ذات المتفيرين في معطم متعامد مبدؤة 
(20:40) © و بوحدة 1 ل %2 على محور 
الفواصل و 170 لكل سنتين على محور التراتيب و بين 
النقطة المتوسطة على البيان. 
م أوجد إحداثيي النقطة المتوسطة للسلسلة ( ,'ل.,/) 
المعطاة قي التمرين ( 6 ) و استنتج دون حساب إحداثيي 
النقطة المتوسطة للسلسلة ( ,/ل,) . حدد خاصية المعدل 
المستعمل . 
لل نعتبر السلسلة ( ,ار, ,) التالية تمثل إنتاج الحبوب 
في الجزائر ( الوحدة : مليون قنطار ) 


0 | 1978 | 1976 | 1968 | 1962 بد 
Fi 23 16 23,1 153 | 242‏ 
x 1982 | 1990 | 1997 | 2001 | 2002‏ 
J. | 152 | 162 | 8.4 | 26,5 | 195‏ 
المصدر :الديوان الوطني للإحصاء (الجزائر بالأرقام 2005 ) 


- مثل سحابة النقط لهذه السلسلة على الحاسية البيانية 
ثم حدد بالحساب إحداثيتي النقطة المتوسطة 6 . 


ل يتوظيف سلسلة التمرين السابق ( رقم 10 ) . 
القيم ,د في القائمة ( 1 ) و القيم ,ر في القائمة ( 2 ) 
1) تضع 1980- ,= ,4 . ما الحساب المطلوب 
إنجازه على القائمتين للحصول على القيم ,4 ؟ 

2) حدد النقطة المتوسظة ,© لسحابة نقط السلسلة 


( ,«. ,) باستعمال خواص المعدل . 


3) مثّل السلسلة ( ,2. ,) في معلم متعامد مناسب 


!م التمثيل البياني الثالي يبين نسبة النمو الديموغرافي في 
الإتحاد الأوربي ( 96 ) ( 25 دولة مجتمعة ) 

بين سنوات 1960 و 2002 بالنسبة للنمو الديموغرافي 
ادي 
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13 


E | 


11111111111 
40 © 60 


د 0 0 


1) ما تفسيرك للنقطة الواقعة على محور التراتيب ؟ _ 
2) أنشئ جدول للقيم المبينة على هذا المعلم ؟ 8 
3) أحسب إحدائيي النقطة المتوسطة 6 للسحابة. 

4) كيف تصبح إحداثيي النقطة المتوسطة 6 إذا غيّرئا 


المعلم ليصبح محور التراتيب محورا للسنوات ؟ 

[8 من أجل تمثيل أمثل لسحابة نقط » ينبني أثاء ايار 
المعلم أن ننتبه لطبيعة قيم السلسلة . سآ 
الجدول التالي يمثل إنتاج البترول في الجزائر أ 1 


| 1993 | 1994 | 1995 | 1996 

7ه | 762 | 752 | 746 | 742 

1998 | 1999 | 2000 | 2001 

874 | 893 | 858 | 826 | 811 ش 


1) أ) نأخذ 0= ,ند في 1992 و ,7 القيمة المدورة 
إلى “10 لكمية الإنتاج ( مثلا 4= ,× ؛ 8= ,ع ) 
- أعط السلسلة المضاعفة الجديدة . ما تعليقك ؟ 


2) خذ مبداً السنوات 1992 و 0 4 


- أعط السلسلة المضاعفة الجديدة . ما تعليقك ؟ 

3) استفادة من السؤالين السابقين اختر معلما مناسبا يؤكد 
القراءات التالية : 

أ) منذ 1992 » إنتاج البترول قي تؤايد ٠‏ 

ب) يشهد إنتاج البترول في الجزائر تطور هاما : خوائيا 
200 برميل إضافي سنويا ٠‏ 1 

ج) إنتاج اليترول يشهد استقرارا نسبيا منذ 92 


160 وک | تكد 


© | 


” أدخل القيم في ثلاث قوائم على الآلة الحاسية واحسب 


# ري النقطة المتوسطة © للسلسلة ( ,۷ء ,*) 


ثم إحداثيي النقطة المتوسطة ۴1 للسلسلة ( ,1,, *) 


() من أجل كل من المعلومات التالية . أوجد تقييرا للمعلم 
ل للمبداً أو السلم ) مناسبا ( يؤكد المعلومة و يوضحها ) 
|) «دد المتقاعدين ازداد بقوة منذ 1990 ٠‏ حوالي 
0 متقاعد إضافي خلال 13 سنة ! 
ِبنسية النمو الديموغرافي تؤول إلى الاستقرار منذ 1994 
ح) تسبة النمو الديمغرافي في تباين كبير منذ 1990 - 
شتيوس سيعت ليا 11 0000 


ول الجدول التالي يبين دراسة نسبة الكراء في مدخول 


نمواطن 


e |‏ 
نه | |94| 92 | 84 | 1978 a‏ 
0 | هد 1 مه | 22 oS TDI‏ 
هد | هد | مد | ده | 2ه امه | ر( 
| 


أ)مثل سحابة التقط ( ,',,*) في معلم متعامد مختار جيدا 
- آحسب إحدائبي النقطة المتوسطة 6 للسحابة ٠‏ 

2) التعديل بمستقيم ( الطرفين ) 

أحسب التزايد المتوسط السلوي لقسية الكراء و استنتج 
معادلة مختصرة للمستقيم ( ,4 ۸1) 

3) التعديل بمستقيم ماير ( lay‏ ) 

حدد إحداثيي النقطة المتوسطة ,© للنقط الثلاث الأولى 

و النقطة المتوسطة ,6 للنقط الثلاثة الأخيرة . 


أوجد معادلة مستقيم الإنحدار ١‏ +«ه = بر . ته 
مدورة بثلاثة أرقام . أنشئ هذا المستقيم . 2 

5) التخمين : ١‏ 
باستعمال كل من التعديلات السايقة قذر نسبة الكراء سنة 


0 ثم سنة 2030 حسب التعديل بمستقيم الإنحدار . 
|16 | الجدول التالي يبين متوسط العمر لدى النساء في 


إحدى الدول المتقدمة . 


فاه | قلع 


82.7 | 7 


SM | ماع‎ 


824 | s24 


82.0 | 823 

تضع 1990 ,3 > ¡× و 1990- =٩,‏ إلا 

1) أكتب معادلة مختصرة لمستقيم الإنحدار لإ بدلالة × ٠‏ 
تعطى المعاملات مدورة إلى '107- 

2) أ) حسب هذا التعديل الخطي ؛ ما هو التزايد المتوسط 
لمتوسط العمر خلال 10 سئوات ؟ 

ب) أحسب متوسط العمر المتوقع سنة 2005 - 

ج) في أية سئة يتجاوز متوسط العمر 85 سنة ؟ 

3) متوسط العمر للنساء في سنة 2004 كان 83,8 نة ١‏ 
هل التعديل الخطي بالمربعات الدنيا يعطي هذه النتيجة 1 
أعط بالنسبة المثوية الخطأ المرتكب . 

|17 الجدول الثالي يبين مدى تأثر قضيب معدني طوالة 
1005 = ,/ بالحرارة ( تمدد و انكماش ) ( 4 
مقدار تمدد القضيب بالميليمتر ص و 6 درجة الحرارة . 


بالدرجة المئوية € ) 


1 1 
2-استنتج معامل التمدد الخطي للقضيب في حدود درجات 
€ إليك أربع تمثيلات لسحابات نقط مختلفة: 


4 3 


1)أنشئ جدول للقيم في التمثيل 
Bj‏ 2) نقط السحابة في استقامية أكتب معادلة المستقيم 
بالشكل المختصز . 
3)أحسب المجموع “[(ي.,)- ,)< = 5 
2 5 - هاذا تستنتج ف 


[[ع] قصد ضبط أسعار تذاكرها قامت وكالة سفر بدراسة 
عدد زبائنها خلال 6 سنوات فكانت النتائج . 


1997 | 98 | 99 | 2000| 01 | 2 
227 | 220 | 215 | 228 | 237 |] 2 


( الوحدة : مائة مسافر ) 


1) مثل سحابة النقط (,/ز:,*:) في معلم متعامد مبدؤه 


(1997:210) 0 و بوحدة 220 لكل سنة على محور / 


الفواصل و 101 لكل 250 على محور التراتيبا 
2) أكتب معادلة مستقيم الإنحدار ا بدلانة *اء المعاملان 8 


و ا مدوزان إلى 10. 
- أعط تفسيرا واقعيا للعدد دا . 


1) من أجل كل سحابة نقط . هل التعديل الخطي هو 3) أ) تضع 1997- ×= '1 
الكل و التتلنت ؟ نتير سحابة النقط (,لة,) « 
2) إعط معامل توجيه لمستقيم التعديل للسحابة ( 2 ) ٠‏ 5 7 
3) ما هي السحابة التي يمكن تعديلها بدالة المقلوب ؟ وو( | 
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ا( ؟علل ل 

ب) اعط معادلة مستقيم التزايد '3 بدلالة ؛ بمعاملين 
,ظط مدوران الى "10 ء قارن بين © و ۾ 

ج) بين الخطوات الحسابية التي تمكننا من حساب “8 من 
العدد طا . 


]لم الجدول التالي يبين تطور عدد الأطباء بد و 
الصيادلة ,ر في الجزائر 


EN 1963 | 1976 | 1985 | 4 
0 13 22 31 

6 | 13221 | 3875 | 1278 | ند 

5 | 1403 | 805 | 240 | ,ال 


1) بانتسال الحاسبة البياتية مثل سحابة النقط ( ,(:,3) 


2) أ) أوجد معادلة مستقيم الإنحدار . تعطى 
ج مدورة إلى *10 و ا مدورة إلى الوحدة 


ب) أعط تفسيرا واقعيا للعدد ۾ . 


ج) هل يمكننا القول آن عدد الصيادلة يزداد لأن عدد 


CS 7: 5‏ 
؟ 1000 ` 1000 `` 
/) مثل مرة أخرى سحابة النقط (,2:,/) 


- هل هي فسها سحاية النقط السايقة ؟ علل 
ب) أو جد معادلة مستقيم الإنحدار ” 
يعطى المعاملان “5 مدوران إلى 107 . 
- كارن بين © و ٩"‏ 
(e‏ حدد الخطواث الحسابية لإيجاد”7 انطلاقا من 8 
4) بالحاسبة ملل السحابتين ( ,د. ,0) و ( ,'(:,) 
- من أجل كل سحابة نقط . هل التعديل الخطي ميرر ؟ 


- كيف تشرح جوابك الآن عن السؤال ( 2 ج ) 
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[# الجدول التالي يبين تغير 


بالآلاف بين ستوات 1770 و 


1) أ) مثل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائية 
( ,5 ,*) في معلم متعامد مبدؤه (1970:50) 0 
و بوحدة 2017 لكل 5 سنوات على محور الفواصل و "207 _ 
لكل 5 آلاف على محور التراتيب . 

ب) هل يمكن إنجاز تعديلا خطيا ؟ لماذا ؟ 

2) أكتب معادلة مستقيم التعديل « بدلاة × بطريقة المربعات 
الدنيا باستعمال الحاسبة و أرسم هذا المستقيم في المعلم 
السابق يتدوير ‏ إلى ”10 و ا إلى 0,1 . 

- هل يمكن تعيين دا على الرسم ؟ 

3) بفرض أن التغير على عدد المدارس يبقى بئفس الوتيرة 
في السنوات القادمة ٠‏ قدر عدد المدارس سنة 2005 ثم 

سنة 2020 ( مدور الى 0,1 ). 


الجدول التالي يبين كمية الأمطار المتساقطة على 
الغرب الجزائري بين سنوات 1990 و 2001 


95و1 | 1994 1 

554 145 

” | 2000 | 001 

40 50 
1) مثّل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائية 


( ,:ز:,) في معلم متعامد مبدؤه (1990:40) © و 


بوحدة 101 لكل سنة على محور الفواصل و 1610 لكل 
0 ميليلتر على محور التراتيب ٠‏ 
2) أ) أوجد معادلة مستقيم الإنحدار 
المريعات الدليا . يعطى » و ا مدوزان إلى 07 
ب) أرسم هذا المستقيم في المعلم » هل هو تعديل 


ج) بفرض أن تساقط الأمطار يبقى بهذه | 
0 


- اعط تقديرا لكمية الأمطار سنة 2005 . 
3) أوجد مستقيم الإنحدار « بدلالة × فقط من أجل سئوات 
8 الى 2001 . 
- ما تقديرك لكمية الأمطار سنة 2005 مع هذا التعديل ؟ 


الجدول التالي يوضح انخقاض درجة الحرارة ,© 
كلما غصنا في عمق الأرض ( وحدة الحرارة © :الدرجة 
المئوية )5 » وحدة العمق بد : متر 2 ) 

مكان الحفر : عند درجة العرض 7,5 مائوية 

تاريخ الحقر : جويلية 
|1000 800 | 400 
| 48 | 51 | 77 


100 


18,5 


26,8 


5, 


€ 00 
1) مثل سحابة النقط ( ©:,/) 


2) أكتب معادلة مستقيم الإنحدار بمعاملين 8 و ا 


بين الى 0,01 
استنتج التقلص الحرار 


ي الخطي في حدود 


أدخل في القائمة (1) القير 


[13 || و 7 | 5 | 3 |2 : 
1 : 
|7 |1| 4 | 37 كة | 28| 23| س] 
1) أظهر على الشاشة سحاية النقط ( ,'ر:,) 


8 


) نريد انجاز تعديل بمستقيم يشمل النقطتين . الأولى 


* على شاشة الحساب : 
/ لق ox‏ 00 
ثم نقرأ النتيجة . 
( هذه الخطوات خاصة بالآلة الحاسبة +7183 ) 
4) أوجد معادلة مستقيم الإنحدار بطريقة 
المربعات الدئيا . يعطى ۾ مدورا إلى ”10 
و 6 مدورا إلى 0,1 
- أحسب *((2,3+ ,84 |,0)- ,5)۷ داق 
ثم قارن بين 5 و 8 
أي التعديل أفضل لسحابة النقط ؟ 


# الجدول التالي هو عبارة عن دراسة إخصائية لنسب 


الإنفاق على البحث العلمي في إحدى الدول 

97و1 | 6و1 | 5و1 | 1994 | 1593 | 2ر 
2 | 23 | 231 | 234 | 24 
| 2002 | 2001 | 2000 | 1999 
2 | 2,23 | 2,18 | 2,18 


1) مثل سحابة النقط ( ,ر:,×) في معلم متعامد مبدؤه 
(1990:2%) © و بوحدة 1017 لكل سنة على محور 
الفواصل و 1677 لكل 0,05% على محور التراتيب ٠‏ 
2) أ) أعط معادلة لمسقيم التعديل 3 


بطريقةالمربعات الدتيا يسيا ob‏ 
ب) أرسم هذا المستقيم في المعلم السابق . هل هذا ج) 


بفرض أن تغير النسب يبقى على هذه الوتيرة في السنوات 


و الأخيرة و نقبل أن معادلته 241+ +2 ,0= بر القادمة » قتر النسبة المئوية لانفاق الدولة على البحث 
3) اعط تفسيرا بيانيا للمجموخ العلمي في سئة 2005 .. 
)20+ ج2يه)- ,ورج = ى ة > فقط من 
کی کک 3) ) أعط ممادلة لمسقيم التعديل ال ب يدلالة > فط من 
على 8 E ierait.7‏ أجل السنوات من 1998 الى 2002 
ميا .1+2 2x‏ ,13-12-0 
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C BASSANI 


باستعمال معطيات التمرين ( 15 ) 
أ) من أجل المستقيم ( ر6 ) ذي المعادلة م + ×" > لا 
أحسب المجموع *[([مر+ ,+ )- ,3)7 = 5 

من أجل المستقيم ( , 14,14 ) ذي المعادلة 
امع عادر 

اا صب المجموع *((م+ ,غ0 )- ,)< -'8 


ج) من أجل مستقيم الإنحدار ل لا بدلالة ذي المعادلة 
y=ax#b‏ 

تصب المجموع ((6+ ,٭ے)- ,)< = 5 

د) قارن بین 8 › '5 و "5 


- ما هو التعديل الأدق ( الأفضل ) 


الجزرالنائية و عدد السياح ذوي الجنسية ۸ خصوصا نتج 


تيدول التالي 
or)‏ |[ م |« |« | a Î6 Î o7‏ 
صمح | هده | s20 | 7390 | sooo‏ | 6200 7 
(Az, | 154 | 165 | 200 | 224 | 6 / 1‏ 
1 اتصع ١,‏ رتبة السلة ,ب حيث 1996- ,4ح ,ند 

1) آ) حدد النقطة المتوسطة 1 للسلسلة ( ,'ر:,*) ثم 


النقطة المتوسطة 6 للسلسلة (,2,:2) . 
ب) قي معلمين متعامدين شئ النقط ( ٠١,‏ 
(,2:,) و كذا التقطتين 21و 6 . 

2) أ) باستعمال الحاسبة أوجد معامل ثوجيه مستقيم الإنحدار 
() ل ب بدلالة × ياستعمال طريقة المريعات الدنيا 

( تعطى القيمة مدورة الى الوحدة ) 

ب) باستنتاج معادلة ( (1) » أنشته 


تك 


)و 


ا 
4) بتوظيف هذين التعديلين أعط تقديرا لعد 
يتوقع زيارتهم للجزية و كذا تقديرا للسياح من الج 


المنحنى البياني التالي يبين كمية إنتاج مادة ما 
( الوحدة : الطن ) لمؤسسة إنتاجية و المداخيل المحصل 
عليها ,"و ( الوحدة : ألف دينار ) مع العلم أن كل الإنتاج 
يياع بمجرد خروجه من المؤسسة 


1 10 9 8 7 6 5 4 3 2 61 
المداخيل 


1) دراسة المحصلة : 

الجدول التالي يبين المداخيل المحصل عليها ,ال ( الوحدة 8 
ألف دينار ) بعد بيع الإنتاج :د ( الوحدة : الطن ) 

5] | 


4|s|jé j7 js js j 


u SEBEBE 


1) مثّل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائية 
( ,رز )في مغلم متعامد كالسابقا 
2) - أحسب إحداثيتي النقطة المتوسطة ,6 للسحابة 
المشكلة بالنقط الخمسة الأخيرة ٠‏ 

- آكنب معادلة مختصرة للمستقيم (,66) 
3) اكتب معادلة للمستقيم (,,1/()) حيث © 
1 النقطة العاشرة قي السحابة + 


بالمريعات الدنيا . يعطى المعملان مدوران إلى 107 . 
- اشرح لماذا تسمى هذه الطريفة بالمربعات الدئيا ؟ 

1]) دراسة الكلفة الإجمالية : 

المنحنى ( © ) يمثل االكلقة الكلية ۴ المعرف على [0:10] 
- أتقل المنحتى في معلم سحابة النقط . 

- حدد الملاحظات الصحيحة و صحح الخاظئة مما يأتي 


1) التكاليف الثابتة هي 10 دنانير . 


» التكلفة المتوسطة للكيلوغرام 


4) من أجل إنتاج 7 أطنان 


هي 3 دثائير 
1 دراسة الفائدة 
نفرض أن المحصتلة معطاة بالمستقيم (., 0۸1) 


1) - أرسم المستقيم في معلم 


النقط الصما 


ء ( حيث الفائدة معدومة ) 


الإنتاج مربحا ؟ 


من أجل أي كمية يكوت 
3) أرسم بدقة مماس المتحنى ( © ) المار من المبدأ ٠‏ حدد 
إنتاج المؤسسة . 


محامل توجييه و اعط قراءة في 


[ على مستوى سوق الجملة للخضار 
المستهلكين يعدما 
جلبوها و جمعوها من الفلاحين المنتجين . 


و الفواكه يعرض 


النجار سلعة كثر الطلب عنها من قبل 


الكميات المعرومضة بالأطنان ٠‏ السعر المحدد من قبل 


المئتجين هو سمر العرض ( الوحدة ؛ دينار جزائري للكغ). 
السعر الذي سيدقعه المستهلك حسب الكمية هو سمر الطلب. 
و من أجل 50 طن » سمر العرض هو 8 دنائير للكيلوغرام 


و سعر الطلب هو 5 دنائير للكيلوغرام 


دا 


إا 
محور الفواصل و 1٥۳‏ لكل 1 دينار على 
1) أ) مثل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحه 


للسحابة ثم حددها على المعلم . 
ب) بالحاسبة » أوجد معادلة لمستقيم الإنحدار لإ بدلاة x‏ 
بالمربعات الدنيا . يعطى المعملان مدوران إلى 10 , 
ترمز ب 7 لدالة العرض للمنتوج التي منحناها مستقيم 

(4) يطلب رسمه . 

ج) ما ثمن العرض من أجل كمية تقدر ب 60 طن ؟ 

2) أ) في نفس المعلم مثّل سحابة النقط (,2:,*) ,۷ 

ب) نقترح تعديلا لسحابة النقط باستعمال دالة معرفة على © 
المجال [0:100] معرفة كمايلي 


5 
5 
1 


+=( »)م حيث هو دا عددان حتیقیان 
9 


10+ 
- علما أن منحنى الدالة ع يمر بالنقطتين (10:11) ١,‏ 

و (50:5), ۷ أوجد العددين هو ا . 

- أرسم متحنى الدالة ع . ( ع هي دالة الطلب ) 

3) نقطة التوازن 

يتحقق التوازن في سوق ما إذا كان العرض يساوي الطب 
180 
10+ 
ب) استنتج كمية التوازن مدورة الى 0,1 طن ثم عر 
التوازن 

- إشرح و مثّل النتيجة على البيان. 


أ) حل المعادلة +4=2+ 0,08 
5 
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نقط من السلسلة ز بالتالي (,(/1) تعديل مناسب 

) المستقيم (,2/) الذي معادلته 1 + ×3 = ل يشمل ثلاث 
نقط من السلسلة و بالتالي (,(/) هو أحسن تعديل 

د) مستقيم الانحدار ( 4 ) ل لإ بدلالة × معادلته 


1 
7 + × 2,36 = ۷ المعاملان مقربان الى 7 


چ بالرجوع إلى جدول التمرين السابق ( 33 ) 
1) لتحديد أفضل تعديل لسحابة نقط وقق طريقة المربعات 


الد لكل من المستقيمين (,(/) و (,(/) نحسب 
*((ه+ ,»ه)- ,)8 = S‏ 
2 من اجل المستقيم (,(/) الحدود الثلائة الأخيرة في 
المجموع 5 معدومة 
د» من أجل المستقيم ( 4 ) كل الحدود في المجموع 5 هي 


محومة 


4) المجمو 


ياخذ نفس القيمة من أجل (,(1) و (,2) 
5) المجموع 5 يأخذ القيمة الدنيا له من أجل المستقيم ( 4 ) 


6) 5 5 من أجل المستقيم (,7) 


) سحابة النقط N,‏ هو (2) 

) النقطة المتوسطة في السحابة (1) هي نقطة من السحابة 

)0 نقط السحابة (2) على استقامة واحدة 

(e‏ النقطة المتوسطة (2) على استقامة واحدة مع بقية نقطا 
السحابة . 

(f‏ نقط السحابة (3) تنتمي إلى قطع مكافئ. 

ع( النقطة المتوسمة في للسلسلة (إر: ,:) هي (6,)4,5:4 


ا 
ح) سحاية النقط (10: ,»)۸1 هو (4) ِ 
9 


# حساب احتمال حادثة علما حدوث حادثة أخرى و بناء شجرة متوازنة . 
#* قياس تلاؤم مع قانون منتظم . 
١ 5‏ 
© استعمال أشجار متوازنة أو دستور الاحتمالات الكلية لحساب احتمالات و حل ١ ١١‏ 
1 
ادت 1 


| # التعرّف على حادثتين 
# حساب الامل الرياضياتي و التباين و الإنحراف المعياري المرفقة بقانون احتمال . 


ا 


1 
1 
1 


# تعريف قانون برنولي و قا 


صنع ( ۸ ) للأقراص المضغوطة 500.000 قرصا سنويا بهامش ربح يقدر ب 10۸ لكنه يعاني من 
مشكلة قلة قط البيع . تقترح مؤسسة ( 8 ) للتسويق توفير نقط بيع للمصنع ( ۸ ) شريطة طبع شعارها على 
| الأقراص مع تحديد هامش الربح في نقط البيع الجديدة ب 35۸ فقط , 5 35 
| تردد المصنع (۸) في قبول الاقتراح . وبعد دراسة تبين له أنه في حالة قبوله تتراجع مبيعاته الأصلية بنسبة مج 
و بالمقابل يبيع من النوع الذي يحمل شعار الشركة ( 8) ثلاثة أضعاف ما تراجع من مبيعاته الأصلية . 
يوضح الجدول التالي نسب بالربح و الخسارة وفق ثلاث 
حالات بينتها الدراسة مع احتمالاتها . 


200 | 15%- 
هل اقتراح (13) مفيد للمصنع (۸) ؟ 2 1459 

ماذا لو كان هلمش الريح المقترح من قبل الشركة رچ هو 3.5124 4 | ©2507 | 6 
( إرشادات في تهاية الفصل ) 


[e 


تنطلق التملة من الخانة 1 لتتحرك على طريق ما و تأخذ مسلكا . 
تقبل أن قي كل مفترق تأخد النملة الأتجاه السار ياحتمال ل 
3 
1) ضع الشجرة المثقلة كنموذج ليذه التجربة العشوائية . 
2) نقبل أن احتمال وصول النملة الى خانة ما هو جداء احتمالات المسالك الموصلة الى هذه الخائة 


1 
( مثلا احتمال وصول النملة الى الخانة ۾ هو ا 


استخدم الشجرة لحساب احتمالات الحوادث التالية ( تعطى النتائج على شكل كسور غير قابلة للاختزال ) ١‏ 
8 * النملة تصل الى الخانة اا" ٠‏ © * النملة تصل الى الخانة ع * 
2 * النملة تصل الى الخانة ل " ] * النملة تصل الى الخانة ع * 
3) يراهن لاعب على مسار النملةء فهويربح 24 نقطة إذا وصلت الكرية الى 2 : 8 نقاط إذا وصلت الى ا ٠‏ 12 تقل : 
إذا وصلت الى جه و لا يربح شيئا قي حالة وصولها الى 4 بينما يخسر 16 نقطة إذا وصلت الى © . 
تسمي × عدد النقط المحصل عليها . 
- أكتب قانون احثمال × 
= أحسب (1:]70 الأمل الرياضياتي ل × . 
- هل اللعية في مصلحة اللاعب ؟ 
4) يريد منظم اللعبة أن تكون اللعية عادلة آي 0 ()1 و عليه آراد أن يغير عدد النقط التي يخسرها اللاعب في 
حالة وصول الكريةالى الخائة ٠‏ . ما هو العدد المئاسب عندئ ؟ ى 


59 أثناء دراسة على 35 تلميذا من القسم النهائي لشعبة التسيير و الاقتصاد ٠‏ تبين أن 
حين للآخرين ملمح أدبي 


2) ماهي نسية التلاميذ الذين لهم ملمح علمي ؟ ( بما قيهم الذكور و الإناث ) 
3) نختار عشوائيا أحد آفراد القسم . ما احتمال أن يكون : 

) بنتا ؟ ط) ولدا و ذا ملمح علمي ؟ 
4) نختار عشوائيا تلميذا أدبي اما احتمال أن يكون بنتا ؟ 


نرمي قطعة نقود متوازنة و نسجل النتيجة المحصتل عليها ( وجه ۴ أو ظهر ۲ ) x<‏ 
1) ما احتمال الحصول على وجه ؟ أكمل الشحرة بوضع الاحتمال المناسب 0 0 
2) ثرمي القطعة نفسها مرّة ثانية . أكمل الشجرة تبعا للرمية الأولى 
3) نرمي القطعة مرة ثالثة . 

) عين كل المخارج على الشجرة )١‏ ماهو عدد المخارج التي تحوي وجها مرّة واحدة قط ؟ 

6) كيف نستعمل الشجرة لحساب احتمال الحصول على وجه مرّة واحدة ؟ 


1) بواسطة مجدول أو حاسبة قم بمحاكاة سحب 200 رقم عشوائي من القائمة 


٠5 4 ٠‏ 6ء 7 ثم أحسب التواترات ”1 » ,7 » جل 
لكل اعدد من القائمة . 

2) صندوق يحوي 7 قريصات مرقمة من 1 الى 7 لا نميز بينها باللمس . 
نسحب قريصة عشوائيا . 

أكثب قانون الإحتمال ذي التوزيع المنتظم 

على مجموعة المخارج [1,2,3,4,5,6,7] 2 8 . 


اسمس[ 


1 
3) قمنا بمحاكاة 30 سحب 200 رقم عشوائي محصور بين | و 7 
و حسبنا في كل مرّة 4 فحصلنا على 30 قيمة للمدد ”4 موزعة بالمخطط يالعلية كما 

- ما هو الربعي اثالث ؟ فمتر نتيجة المحاكاة ٠‏ 


ف 25 | 


ل. الأمل الرياضياتي و التباين لقانون احتمال 
عند القيام بتجربة عشوائية حصلنا على « نتيجة ر×٤‏ × .....  »‏ ** - كرتزنا التجربة عنذا كبيرا من ل 5 
التواترات كما يلي * تثول التواترات النظرية إلى احتمالات 
PP)‏ رم حيث 27 OEE‏ | 
TEA Z2 =1 3‏ 
و يكون معدل القيم الملاحظة هو هم حيث _, ,ص +.....+ او( + كل( ير 
1 تعريق > الأمل الرياضياتي لقانون احتمال هو المعدل 4 حيث ,7797 =4 


| > التباين لقانون احتمال هو العدد ۷ حيث *(يم- ,*) ”7 = 17 ٠‏ الاتحراف المعياري هو =0 
مالحظات : ® كما في الإحصاء يميز العدد ۷ تشتت القيم حول المعدل 4 
© يمكن حساب ۷ بالدستور "4 - ×۲ 7= 7 
7 
خواص : © عند إضافة عدد ثابت 8 لكل القيم ,د يضاف الى الأمل الرياضياتي . 1 
© عند ضرب كل قيم ,× يضرب الأمل الرياضياتي في العدد ۾ ١‏ 
الال : يرمي اللاعب حجر ترد متوازن و يربح 10 دنانير إذا حصّل على مضاعف للعدد 3 و يخسر 5 دتائير في الحالاتا 
الأخرى + لدينا 1-5 4=10x‏ 10+ ۴ 
3 5 
x=‏ 5ہ × 0= - = 8 


2- التلاؤم مع قانون توزيع منتظم : 
المعزقة أن قطعة تقود ما متوازنة أو مزورة نرميها 100 مر متتابعة و نسجل التواترات التي كانت كما يلي 
لكننا تعلم أن قانون احتمال 


التواترات ] رمي قطعة نقود متوازنة هو 


التوزيع الملاحظ ( أي عند رمي 


d4? = )0,518-0,5(* + )0, 

فحاكي الآن 500 مر بواسطة مجدول 1000 رمية لقطعة متوازنة 

و لیکن ,رتوائر ظهور ظهر و ,/ تواتر ظيور وجه 

و نحسب في كل مرّة * ك4 حيث '(0,5- ,)+ '(5ي0-,/) ع 4 

نحصل عندتذ على 500 قيمة للعدد ”4 موزعة بمخطط بالعلب كما هو موضمح 

مبرهنة : % 90 من قيم / عند محاكاة قانون التوزيع المنتظم هي أصغر من 4 
١١‏ كانت القيمة 47 أصغر من ,7/ قأن القطعة متوازنة بمجازفة بالخطأ مقدارها % 10 


لاعبان ۸ و 8 ١‏ 6 و 10 دينارا على الترتيب و يرمي منظم اللعبة حجري نرد 
: أوجه مرقمة من 1 إلى 10 و يدفع للاعبين ضعف مجموع رقمي الوجهين الظاهريز 
- أحسب أمل الربج لكل لاعب . 


بد النتاك 5 [2,3,4.5,6,7,5] = $ 
الحل : 9 جين یو عع الک ا ,3 - 5 


باعتيار أن النتيجة هي مجمو ع الرقمين الظاهرين 
يدفع اللاعب ۸ ستة دناتير و يأخذ ضعف النتيجة و بالتالي 


E’ ={-2,0,2,4,6,8,‏ 
ا }10 { 
قاتون الاحتمال يعطى بالجدول التالي 10 8 6 4 2 
E ET‏ كك خسرت 
16 | 16 | 16 | 16 | 16 


2 +(6) 32 +( 4> + رن 3 + )0(« 2 + رون 1 = 
16 16 16 15 16 00 


إذت أمل الربج بالنسبة للاعب ۸ هو 4 دينارا ٠‏ 

الحساب أمل الربح للاعب 8 نطرح 4 من كل القيم د للاعب ۸ و بالتالي أمل ربحه 0- 1-4 = 4 

بالنسبة للاعب 8 اللعبة عادلة ( لاله و لا عليه ) / 
تمرين محلول 2 : ٌ 
يحوي صندوق 5 كريات مرقمة من 1 إلى 5 لا نفرق بينها عند اللمس . نسحب على النوالي 3 كريات بالإكاة 0> 
( أي بعد كل سحبة نعيد الكرية إلى الصندوق ) نسجل بالترتيب الأرقام التي تحملها الكريات المسحوبة للحضل ١‏ | 
عندلذ على ثلاثة أرقام من بين 1 5٠4٠ 3 2 ٠‏ 

1) ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟ 
|2) نعيد التجربة هذه المرّة لكن دون إرجاع الكرية المسحوبة . ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟ 
- ما احتمال الحادثة ۸ ” الكرية الثانية المسحوبة تحمل الرقم 4 ” 


1 
)8(+ 16 x(10)= كك‎ - 


الحل : 4) الأعداد المحصل عليها مشكلة من المنات و العشرات و الآحاد ( هناك 5 إمكانيات بالنسبة لزقم المتات متا 
أجل كل إمكانية هناك 5 إمكانيات لرقم المشرات آم 5 إمكانية و من أجل كل إمكانية للمشرات هنا 5 إمكانيات لزقم 
الآحاد ) و بالتالي هناك 125 = 5×5×5 عددا ممكنا 

2) في الحالة الثانية هناك 0= 543 عدا ( باعتبار آن الأزقام مخظفة مثنى مندى ١‏ الكزدة ا 
- المخرج الذي يحقق الحادثة ۸ يئاسب وضع الرقم 4 رقما للمشرات فتيقى 4 إمكانيات لرقم المئات و 
إمكانيات لرقم الآحاد أي 12 = 4×3 حالة ملائمة و بالتالي 


| اکا 
ل الأحتمالات الشرطية 
”1. تتعريف< نعتبر تجربة عشوائية مجموعة مخارجها 5 و قانون احتمالها ۴ 
۸ و 8 حادثتان من 5 حيث احتمال ۸ غير معدوم 
يرمز لاحتمال الحادثة 8 علما أن ۸ محققة بالرمز (78) ,7 و يعرّف بالنسبة 
P(ANMB)‏ 
مام 
ملاحظة : عند تساوي الاحتمال يكون لدينا 
عددعتاصرالمجموعة 08 ۸ 
عدت عناصر النجموع 70 
ينتج من التعريف : (8) ,م ×(4) م - ( 61 7)4 
)4( رم»<( )م دز لح مام ١‏ 
مثال: نومي حجر نرد متوازن و نعتبر الحادثتين ۸ 'الحصول على رقم فردي” ؛ 8 "الحصول على مضاعف للعدد 53 


-(8)يم 


-(8)يم 


E 1‏ - ره) رم لأن (1,2,3]حه < ANB={3} ٠ B={3,6}‏ 1 
P(A) 3‏ 
١‏ 2. تعريف 
نقول أن الحوادث ,4 ......1,٠‏ ,4.تشكل تجزلة للمجموعة ٤‏ عندما تكون هذه الحوادث غير متلائمة مثنى 
مثنى و اتحادها هی :5 و كلها ليست خالية 3 


| من أجل كل ,ور من [1:7] مع ز + ايكون ©= ,0۸4 ,أ » 
ار 5= ,4...4 4 و من أجل کل 1 يكون © ع ,۸ 
3. دستور الاحتمالات الكلية : 


تشكل تجزئة ل 8 
إذن الحادثتان 8^۸ و 8^۸ غير متلاثمتين و 8- (4م 8)ن[64 8) 


ره ياتاي (]4 )م x‏ )8( رم + نام * p(B)‏ - )4^ تنام خزه ظ)م = PB)‏ 


۸ . حادثتها المكصية‎ 4 ٠ حَادكة احتمالها غير معدوم‎ ١ 


| 8 حادثة من 


ثم تعمم هذه الحالة كم 0 
a‏ 


B 8 7 
٤ مبرهنة : الحوادث باهر»..ء,4 تشكل تجزئة ل 17 . 13 حادثة من‎ 
PB)=PpPA زقله‎ P(A, B)+-....+ يباام‎ 0B) 
=P, (BIXP(A Dp, (BX POA) +. يم‎ (BXP(A,) 


) كوّن شجرة متوازنة تترجم الوضعية ٠‏ 
ط) احسب احتمال الحادثة ۸ ' التلميذ الذي تم اختياره يعيد السنة ” 


تومز بالرمز ,4 للحادثة ' التلميذ قادم من المتوسطة ,11 * مع 3> أك1 

و بالرمز 8 للحادثة " التلميذ يعيد السنة * 
) يما أن القائون ذو توزيع منتظم ( تساوي احتمال ) تترجم النسب الى الاحتمالات التالية 

P(A,)=0,40 ; p(A,)=0,25 : p(A,)=1-p(4)-p(4,)=0,35 

> نشكل الشجرة المتوازنة 

تضع على الفروع الأولى الاحتمالات السابقة 

pP(AJ+p(A,)+p(A,)=1 

> تظهر في نص التمرين الاحتمالات الشرطية كما يلي : 
احتمال أن يكون التلميذ معيدا إذا كان قادما من المتوسطة N1‏ هو 0,05 


أي 8(=0,05) ,رم د كذلك نقرأ 0,1 -(8) ريم و 8(=0,001) پ۶4 


> تكمل الشجرة بفروع تتجه نحو 8 أو 7 ( 7 الحادثة العكسية للحادثة 8 ) 
القروع مثقلة يالاحتمالات الشرطية 


e 


لا تتس أن مجموع احتمالات الفروع في نفس المستوي يساوي 1 
(B)+ Pp, (8)=1‏ يم و كذلك 0B) - p(A Xp, (B)‏ ,7(4 


لد 5 


ا 
1 


ا) تحسب (7)8/ باستعمال دستور الاحتمالات الكلية 


P(B)= P(A, OB) + P(A, زجاح‎ + pA, QB) 
- 0, 2540, 05 +0, 4x0,1 + 0,35» 0,001 = 0,05285 


ا ا و 


تقول أن 4 و 8 لي 
بعبارة أخرى (/مر - ,م أو (4)م = (۸), م 
أي أن استقلال ۸ و 8 معناه أن احتمال " ۸ و 8 " هو جداء احتماليهما 

p(A) x p(B)‏ = زقى هام 


ل تقبل أنه إذا كانت ۸ و 8 مستقلتين فإن 4 و 8 مستقلتان و كذلك ۸و #8 ٠.‏ 4 و 7 أيضا 
لاح على الشجرة المتوازنة 
p(B)‏ = (فل/, م = p(B)‏ 
و بالتالي (8), "× (4)م = رفاح انام 
p(4) xp(B)‏ = 
و كذلك (4(×«;)8 )م = (8 7)40 
xp(B)‏ )4 )م = 
2. المبدأ الضربي 
[مبرهنة في حالة تجازب مستقلة متتابعة ٠‏ احتمال قائمة نتائج هو جداء احتمالات كل النتائح الموجودة على اقا 


مثال : نرمي قطعة نقد ثم حجر ترد مكعب مرقم من | إلى 6 ثم قطعة نقد ثم قطعة نقد و أخيرا حجر نرد ذا أربعة آوجه 
مرقمة من 1 إلى 4 . 
كل نتيجة لا تؤثر في التي تليها . 
و عليه فاحتمال الحصول على القائمة [2,/,/,3,/] مثلا 


| تعتبر الحادئتين ۸ ليس للأجوبة نقس الإشارة * ٠‏ 8 ” جواب واحد على الأكثر ذو 
1) إذا كان عدد الأسئلة اثنين . هل ۸ و 8 مستقلتان ؟ 
2 ) إذا كان عدد الأسئلة ثلاثة ٠‏ هل ۸ و 8 مستقلتان ؟ 
الحل 

1) مجمو عة المخار ج الممكنة هي : [(1,1(:)1,0(:)0,1(:)0,0 
احا ر ی ری ا 
1 


2= نهم > 8(2 ومته 


2 4 
1 
و يتا [(1,0(:)0,1)) = A ^F‏ إذن 2 


و منه الحادثتان ۸ و 8 غير مستقلتين 
2) مجموعة النتائج هي [(0,1(:)0,0,0 ,0) :(0 ,| ,1(:)120,0(:)0 ,| ب0) :(11(:)1,1,0(:)1.0,1) = 


درام “ > -(8)م 
ومنه /P(4)xp(B)‏ 
3 
ولنينا [(0,11(:)1.1.0(:)1,0,1)] ع ^B‏ 1 إذن P(A P3‏ 
و منه الحادثتان ۸ و 8 
تمرين محلول 2 : 
صنف مواطنو بلدية حسب الاحتياجات و الجنس كما يلي 
تم اختيار أحد المواطنين عشوائيا المجموع ]_متوسطون ١‏ | أغنياء ۴ 
ليمثل البلدية في لحد المهرجانات 90 03 02 
8 2 اه 8 2 60 0,3 0,15 
ما احتمال أن يكون ذكرا ذا حالة متوسطة ؟ | 150 45 53 
الحل 


احتمال الحادثة 08 | هو جداء الاحتمالين (1/م م (:/)دم في حالة استقلاليهما و إلا فهو جداء الاحتمالين 
فات/مى )م مثا 

نينا 42 = وموم ار 3م 2 )م ٠‏ (/0) ,ردم = (۷) و هذا متي آن ۷ و !× مستقلتان 
و بالتالي 0N) - 001) x (N)‏ الم ' 


PM AN) - 0,6 x0,3 - 0,18  نذإ‎ p0) لکن 0,60 ج‎ 


1. تعريف ندما يكون للتجربة العشوائية مخرجان فقط ( نجاح أو اخفاق ) 
نسميها تجربة برنولي 
نرمز لاحتمال النجاح بالرمز م و لاحتمال الاخفاق بالرمز ‏ ( © -1 > م ) 


ملاحظة : يمكن أن يكون النجاح غير مرغوب فيه و الاخفاق مرغوبا مأمولا 


إذا رمزنا للنجاح بالعدد 1 و للاخفاق بالعدد 0 فإن الأمل الرياضياتي لقانون 
برنولي هو م و الإنحراف المعياري هو العدد ول = 


تله قانون ثنائي الحد : 

عندما نكرر تجربة برنولي ١‏ مرّة ( التجارب مستقلة ) نهتم بعدد مرات لنجاح 
ضمن قائمة النتائج و في هذه الحالة يسمى قانون الاحتمال بقانون ثنائي الحد ذي الوسيطين « و م حيث م هو 
احتمال النجاح في تجربة برنولي و « عدد مرات تكرار تجربة برنولي . 
يرمز لهذا القانون بالرمز (:7]/ ٠‏ 
و بتطبيق المبداً الضربي نحسب احتمال الحصول على ) نجاحا و ( 0-1 ) اخفاقا 


k * ) 5.5‏ نجاحا (5) و 16-ه إخفاقا (۴) ' 
ي 0 إخفاقا . إذن احتمال الحصول على ۾ إخفاقا هو "177 0 


0 1 
mp'q 


احتمال الحصول على القائمة ( 5... 
توجد قائمة وحيدة تحوي 0 نجاحا و قائمة وحيدة 
من الشجرة يمكن استخلاص قانون الاحتمال 


ET 3 
np qT | ses "ص‎ 


4 عدد القوائم التي تحوي K‏ نجاحا . 


242 0 


Ey 


”* | n4 


تمرين محلول: في ميدان الفروسية يجتاز متنافس 4 حواجز متتابعة . احتمال أن يجتاز حاجزا هو 4 
انتائج اجتياز الحواجز مستقلة عن بعضها البعض . يخسر الفارس 10 نقط كلما أخفق . 

1) ما هو احتمال أن يجتاز الفارس حاجزا واحدا فقط ؟ 

2) احسب احتمال أن يجتاز الفارس حاجزا واحدا على الأقل 

3) ما هو قانون الاحتمال المرفق بخسارة النقط بالنسبة للفارس ؟ 

4) أحسب معدل الخسارة بعد الحواجز الأربعة 

الحل 

1) كل اجتياز لحاجز هو تجربة لبرئولي » النجاح فيها 5 حيث 5 " الفارس يجتاز الحاجز " باحتمال 0,4 
قي كل حاجز احتمال النجاح لا يتغير و هو مستقل عن الحاجز السابق 

لد ا إذن 4 مات لتجربة برنولي ( 4 تجارب متطابقة و مستقلة ) ننشئ شجرة مثقلة ( متوازئة ) تمثل كل القوائم للنجاح و 
الاخقاق بعد الحواجز الأربعة 


الحاجز الأرل 


الحاجز الاي 


ڪڪ 
ا mawa‏ 


1) الحادثة 8 " الفارس يجتاز حاجزا واحدا فقط " يتكون من القوائم ( 5, 15 ‘(E,E,S,E)<(E,E‏ 

2)4(= 4×0, ؟ ) كل قائمة احتمالها هو 7× و بالتالي 0,3456 = '(4)0,6ا4‎ E.E) 
| الحادثة 8 " ال احد على الأقل " هي الحادثة العكسية للحادثة © " الفارس لا يجتاز أي جاجز‎ )2 

”) تناسب القائمة ( ع 
و بالتالي 0,8704 = “(0,6)-1- 
© ككرت الاحتمال قفون داتی الحد با 


4 3 
بم “يمه | 6p?‏ واعمةه 4 


قانون الاحتمال المرقق بحسارة النقط بالنسبة للفارس هر 
0 10 20 30 40 

0,0256 | 0,1536 | 0.3456 | 0,3456 | 6 

4) المعدل هو الأمل الرياضياتي وهر 3456410-16 ,0+ 0,3456420 +40+0,1536430 


أمثال : قصد تحسيس مستعملي الطريق ( 847 ) قام أمن الطرقات بدراسة تقارير حوادث المرور على الطريق المذكور 
اخلال الأسبوع على مدار سنة كاملة 


147 157 124 125 125 125 159 


ب ب معرفة ما إذا كانت النتائج متلائمة مع قانون توزيع منتظم على المجموعة [1,2,3,4,5,6,7)= :/ 
1) ضع على القائمة ./ التواترات ,/ للحوادث حسب كل يوم من الأسبوع . 
) تفرض أن الحوادث موزعة بانتظام على الأسبوع ٠‏ يكون عندئذ الاحتمال ص لكل يوم هو دم 


0 17 
ھ) لصب (م- ,)2= :4 باستسمال الستور | | -,) | 50 نج 0,0017113021 
١‏ 
8) :استعمال مجدول قمنا بمحاكاة 100 تجربة ل 1000 سحبة لأعداد عشوائية فحصلنا على 100 قيمة للعدد 4 
دشري التاسع لهذه السلسلة هو 6 - ,(/ أي أن % 90 من */ لقانون توزيع منتظم هي أصغر من 0,0016 1 
جد هنا 0,0017 42 (42 أكير من ,(/ ) و بالتالي نرفض الفرضية أن حوادث المرور موزعة بانتظام على أيام 
بوع بمجازفة بالخطأ تقدر ب 96 10 . 


: يدرس شخص عدد ساعات نومه ( بالمعدل ) خلال ليالي الأسبوع 


Ve CSS =‏ كر اك 
9 10 9 9 8 


*) أأحسب الاحتمال النظري م لكل ليلة على افتراض أن ساعات النوم موزعة بانتظام على ليالي الأسبوع 
2) أحسب *(م- ,)< = 47 حيث ,/ هي التواترات المناسبة لليالي ٠‏ 
3) هل يمكن اعتبار أن ساعات نوم هذا الشخص موزعة بانتظام على ليالي الأسبوع ؟ 
1) عين تشفيرا للعيارة " خمسة جويلية عيد الاستقلال ˆ 
2) آثبت أنه؛ إذا كان ۰ و'“د عددين طبيعيين حيث 27 > د > 0 و 27 
[273]28 7+3 فان “دعم . 
4) ليكن التشقيز التالفي المعرف ب : |28| 4-5 +4 بر .و 27 > يز > 0 أذكر حرفين لهما نفدت 


>0 و کان: 


30 


6 10 من القريصات خضراء و عدد القريصات البيضاء 3 مرّات عدد القريصات الخضراء . 
يسحب لاعب قريصة عشوائيا » إذا كانت حمراء يأخذ ربحا قاعديا » إذا كانت بيضاء يأخذ مربع الربح ١١‏ 


القاعدي و إذا كانت خضراء يخسر مكعب الربح القاعدي . 


1) نفرض أن الربح القاعدي هو 20 دينارا 


4) أكتب قانون الاحتمال للنتائج الممكنة . 
طا ) أحسب الربح المتوسط المأمول بعد عدد كبير من السحبات . 


قيمة الربح القاعدي حتى يكون أمل الربح أكبر ما يمكن . 


2) نريد تعيين ,۾ 
تعطى النتيجة بالدينار 
ليكن × الربح القاعدي بالدينار . 
) بين أن المسألة تثول إلى دراسة النهايات الدية للدالة م على المجال ]+.0] حيث 
:ج06 + 3 (x)=-0,1x 1 +0,3x‏ 7 


) أدرس اتجاه تغيرات / على المجال ]-.0] ٠‏ استنتج حلا للمسألة السابقة 


في gj‏ جام RA a‏ 
,ربع المدخرات بينما تمثل 8 ثلثها و تمثل ‏ الباقي . 


% 40 من السلعة ۸ و % 75 من السلعة 8 و % 24 من السلعة © كلها مخفضة الأثمان . 


| أخذ زبون قطعة عشوانيا . لتكن الحوادث التالية 


ك " القطعة التي أخذها الزبون مخفضة "2 ٠‏ ۸ " القطعة من السلعة ۸ " 


ب ) استنتج احتمال أن تكون قطعة من السلعة 8 علما أنها مخفضة . 


2) نأخذ 3 قطع عشواليا بطرق مستقلة » أحسب احتمال أن تكون قطعة واحدة فقط مخفضة . 


3) أ) أحسب بدلالة ‏ الاحتمال ,”ر حتى يكون قطعة واحدة على الأقل نخفضة من بين © قطعة مختارة عشوائيا 


ب) عين أصغر قيمة ل ١‏ حتى تكون ,م أكبر من 0,9999 . 
حل مختصر 


1 0 م ركام 4 


P,(S)xp(B)+ 
p.(S)xpض(C)‎ = 0,45 
1 


-(8)يم 


10,75 
3 


2) نعتبر الحادثة ۸ " قطعة واحدة فقط مخفضة " 
0,41 = ”(0,55)(كة,3)0 = رعل)م 

3 ا( "0,55- 

n = 20 ب)‎ 


1) أ) باستعمال الشجرة المتوازنة بين أن احتمال أن تكون قطعة مخفضة هو 0,45 = 7 


و كذلك 8 و ° 


5 نكوّن الشجرة المثقلة اعتمادا 
النسب المئوية المعطاة 
** الاحتمال المطلوب هو جداء ا 
الاحتمالات الموجودة على المسارا 
الموصلة الى 5 ( و هي ثلاثة | 
مسارات ) 1 


موضوع مع إرشادات 
في ثانوية لا تستقبل التلاميذ الداخلين يتوزع التلاميذ الذين عددهم 595 كما بآ 
المجموع التهائي 
195 85 


1) كمل الجدول السابق 
2) لقي المدير تلميذا ۸ صدفة . لتكن الحوادث التالية 
5 "التلمية ۸ خارجي * ٠‏ 5 * التلميذ من مستوى الأولى ثانوي * ٠‏ 7 * التلميذ ۸ من مستوى النه 
نفرض أن كل التلاميذ لهم نفس الاحتمال للقاء المدير. 
أحسب الاحتمالات التالية ( بتدوير 107 ) 
أ p(E nS) (i‏ ب( p(E^1)‏ 
| 3) أ) هل الحادثتان ۴ و ۲ مستقلتان ؟ علل . 
ب) اذكر حادثتين غير متلائمتين 
4) أحسب الاحتمالات الشرطية التالية 
p,(E) (i‏ ب) ١‏ 7:01 


1) يمكنك البداية بحساب مجموع تلاميذ السنة الأولى ثم مجموع تلاميذ السنة الثانية 
د ؟ إرجع إذن لدرس السنة الأولى ثانوي . 


إرشادات في مسألة اتخاذ القرار 
'*” احسب في كل حالة عدد الأقراص المياعة من النوع الأصلي و بشعار الشركة ثم استنتج الربح * 
** أحسب متوسط الربج باستعمال الاحتمالات المرفقة ( الأمل الرياضياتي ) ٠‏ 
“*” قارن النتيجة بالميلغ 5.000.0001(۸4 ثم اصدر القرار المناسب . 
© بإتباع نض الخطوات ولكن بهامش ربح 3.50۸ قارن مجددا ثم أشر على إذارة المصنع ٠‏ 


أخذ عشوائيا حجرا واحدا 
)١‏ ما احتمال أن يكون الحجر مشكلا بأرقام زوجية ؟ 


ما احتمال أن يكون مجموع رقمي الحجر زوجي ؟ 


) تأخذ حجرين في آن واحد . 
أكد أحد اللاعبين * إحتمالا لحصول على حجر مضاعف و 


حجر عادي أحد رقميه هو رقم الحجر المضاعف هو 


هل هذا التآكيد صحيح ؟ علل . 


|2] ضع أحمد في جيبه قطعة نقود يقيمة 1001/8 


و 7 قطع بقيمة 505۸4 و 5 قطع بقيمة 205۸ 


محب أحمد قطعتين عشوائيا على التوالي دون إرجاع من 
جيبه . نعتبر × قيمة القطع الثلاثة المسحوبة 
]) حدد قيم × الممكنة 


2) عرق قائون احتمال × 


*) أحسب الأمل الرياضياتي و التباين . 
01 ا أ 3 قطم على التوالی 


لاجابة على الآسئلة السابقة في الظروف الحالية . 


إرجاع . أعد 


أ نرمي حجر نرد عادية مرتين متتايعتين . ما احتمال 
الحصول على 

1) رقمين فرديين ؟ 

2) عددين مجموعيما فردي ؟ 

3) عددين جداؤهما زوجي ؟ 

4) تعتبر × مجموع الرقمين المحصل علييهما 

أ) حدد قيم × الممكنة 

ب) عرف قانون إحتمال × و أحسب (×)5 

ج) أحسب (6<×)م و (12-<)م 

٠ انرمي قطعة نقود متوازنة 6 مرات متتابعة‎ mH 


ا 
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ما احتمال أن يكون عدد مرات 

1) يساوي عدد مرات ظهور الظهر ؟ | 
2) آكبر من عدد مرات ظهور الظهر ؟ 
3) مضاعق لعدد مرات ظهور الظهر ؟ 
6# نضع بين يدي طفل ثلاثة أقلام ملونة أخضر › | 
و أصفر و نطلب منه تلوين الأوجه الستة لعلبة مكعبة 
الشكل . 1) ما عدد الكيفيات الممكنة للتلوين ؟ 

2) ما احتمال الحصول على مكعب على الأقل فيه وجه 
أحمر ؟ 

أ يضم صندوق ۸ كرتين سوداوين و ثلاث كرات 
ء و يضم الصندوق 13 كرتين بيضاوين و ثلاث 
كرات هتوداء , 


1) نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق ۸ . 

ما احتمال أن تكون بيضاء ؟ 

2) تعيدها الكرة المسحوبة إلى الصندوق 8 . 

ه) ما احتمال أن يكون عدد الكرات البيضاء يساوي عدد 
الكرات السوداء ؟ 

ط ) ما احتمال أن يكون عدد الكرات البيضاء ضعف عدد 
الكرات السوداء ؟ 

يشارك فريد في لعبة حظ حيث احتمال الفشل فيها 
5 . قرر فريد المحاولة 3 مرات متتابعة ( نعتبر أن 
المحاولات مستقلة عن بعضها البعض ) . نعتبر × عدد 
مرات الفوز في المحاولات الثلاثة. 

1) ما هو احتمال الحادثتين : 

* دوما يفشل في المحاولات الثلاثة ” 

8 * يفوز مرة واحدة على الأقل في المحاولات الثلاثة | 
2) عرف قانون الاحتمال ل × 

3) أوجد الأمل الرياضياتي و التباين ل × 
يضم صندوق 3 قريصات بيضاء تحمل الإر 
و ثلاث قريصات حمراء تحمل الأرقام 21 
نسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق + ليك 
العدد الحققي الذي يساوي عدد الكرات 
السحبة . وليكن ۷ المدد الحقيقي الذي يد 
المسحوبة ٠‏ 


1) عرف قاتوني الاحتمال نكل من × و 7 !للم يحوي كيس 3 كريات ت 


2) أحسب الامل الرياضياتي لكل من × و الا تحمل الرقم 15 . 

3) إذا اعتبرنا الامر يتعلق يلعبتين . فأيهما مربحة يالنسية ‏ نسحب عشوائيا و في آن واحد كريتين و 1 

اللاعب ؟ الحقيقي الذي يساوي مجموع الرقمين 

إل 49 كرية مرقمة من 1 الى 49 ٠‏ منها 6 كريات 1) حدد مجموعة النتائج الممكنة . 

حمراء و الباقي بيضاء ‏ تسحب على التوالي دون ازجاع 2) حدد مجموعة القيم الممكنة ل 26 . 

6 كريات 3) عرق قاتون الإحتمال ل × 

1ما عدد الطرق الكلية ؟ 4) أحسب الامل الرياضياتي (/3) 17 

2.ما احتمال الحصول على 3 كريات بيضاء و3 كريات 5) أحسب التباين (26) ا 

رآ 6) أوجد (25< )۲ 

3.ما احتمال الحصول على 6 كريات حمراء ؟ 1 يحوي صندوق 3 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 1 » 
4.ما احتمال الحصول على 5 كريات حمراء ؟ 2 ١‏ 3 و ثلاث قريصات سوداء تحمل الأرقام ١1‏ 02 
5-ما احتمال الحصول على 4 كريات حمراء ؟ 3 أيضا . نسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق 


و تعتبر العدد × الذي يساوي (1+) إذا كانت التريعاة ل 
بيضاء و صقر إذا كانت القريصة سوداء » و نعتبر 77 
أيضا العدد ۷ اوي الرقم الذي تحملة ا6 


1) ماهو عد اللجان التي يمكن تشكيلها ؟ السو 6 
2) ماهو احتمال تشكيل لجنة بحيث 1) عرف قائون الإحتمال لكل من ×و ل PF,‏ 

) يكون الأمين تلميذة ؟ 2) أحسب الأمل الرياضياتي ( )5 و ( 40 

ب) التلميذ × موجودا قي اللجنة ؟ 3) في حالة كونهما آيهما مربحة للاعب ؟ 

ج) يكون الرئيس تلميذا و الأمين تلميذة ؟ ٠‏ [ يحوي كيس أربع قريصا تحمل الأرقام 23٠1ء‏ ۵ ا 
رئيس و نائبه من جنسین مختلفين ؟ ( 1 ع4 ) . نسحب قريصة واحدة و نعتبر ,'/ هو ؛ 


3) لفرض أن الرئيس تلميذا والأمين تلميذة وأن التلميذ احتمال سحب القريصة ذات الرقم ٠»‏ 
لازي مام الى لجلة تضم التلميذة )١ ٠٠ ١‏ أحسب الأعداد الحقيقية 7 ء ,۲ + ,4 ٠‏ ۸ إا 
- ماهو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها في هذه الظروف ؟ علمت أنها بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة من متتالية 
حسابية أساسها ج 

2) لیکن :| العدد الحقيقي الذي يساوي الرقم الذي تحمله كلا 
. أوجد قيمة المدد 3 إذا علمت أن الامل 


قريصة مسحوبة 


43 
الرياضياتي هو >-. 
يحتوي كيس على 20 كرة مرقمة من 1 الى 


2)أحسب (2 - 7)05 و P(X‏ و »> PN‏ 


P(X *-6X +803 


ب- كرة تحمل عددا ليس من مضاعفات 5 ؟ 


ما هو إحتمال الحصول على : 
أ- كرتين تحملان عددين مضاعفين للعدد 4 ؟ 
ب- كرتين إحداهما تحمل عددا مضاعفا للعدد 3 
و الثائية تحمل عددا مضاعفا للعدد 4 ؟ 
3- تسحب الآن 3 كرات على التوالي دون ارجاع 
ما هو إحتمال الحصول على : 

أ- ثلاث كرات تحمل أعددا 


مضاعفة للعدد 4 ؟ 
ب- ثلاث كرات مجموع أرقامها زوجي ؟ 
77 ترمي زهرة نرد رمية واحدة و نعتبر اللعبة التالية 
دخسر اللاعب العدد 205۸ إذا ظهر الرقم 1 

يريج اللاعب 105۸ إذا ظهرت الأرقام 2 . 4 ٠‏ 
في الخالات الأخرى لا ربح و ال خسارة 

1) حدد مجموعة المخارج ثم مجموعة القيم 


2) بذا كان زهرة النرد 


ادية نعتبر × المبلغ الذ 


عن هذه اللعبة - عراف قانون الاحتمال للمبلع × 

3) هل هذه اللعبة عدالة ؟ إذا كان الجواب بالنفي فاقترح 
تعديلا على مبلغ الربح أو مبلغ الخسارة حتى تصبح اللعبة 
3 تقرض أر 


زهرة النرد غير متوازئة بحيث احتمال 


ظهور الأوجه 1 »2 3 4 5 هو 0,12 . 
- عرف قانون الاحتمال ل × في هذه الحالة 
هدف و مساحة 
رامي قوس بازع دوما يصيب الهدف لكن إحتمال إصابة 


آية منطقة من المناطق الأربعة هو تسبة مساحتها الى 


2- نسحب في هذه المرة كرتين على التوالي دون ارجاع » 


ليكن × العلامة النهائية المترتية 
1) حدد القيم الممكنة ل × 


2) عرّف قانون الإحتمال ل × 
3) أحسب الأمل الرياضياتي و الإنجراف المعياري ‏ 
€ یمین أم شمال : 


تمي الكرة الحمراء من أعلى الهرم و عند كل حاجز احتمال 
آن تسلك على اليمين يساوي احتمال أن تسلك على الشمال 
( البسار ) ليكن × رقم الخانة التي تستقر فيها الكرة 
الحمراء 

- عرف قانون الإحتمال للعدد × 


[5 للتحقق من مصداقية حجر نرد » قمنا برميه 100 مرّة 
6 | 5 ]2-4[ 1ق 


متتابعة و إليك النتائج: 
1 ] 19 | 8 |21 | 18 لهي 


نجري بجهاز الحاسوب 2000 سلسلة ل 100 رمية لحجو 
النرد نتجت 2000 قيمة ل-47 . قمنا يتلخيص على مخطط 
قيم ل 1000 


بالعلب توزيع 
2 3 11 


E 09333 4,5333 7 


11,333 24.5133 36.333 


- هل يمكن التأكيد بمجازفة بالخطا مقدارها 1096 
النرد غير مزيق ؟ 
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النقدية المزيفة بقيمة 100۸ 
أحمد 5 قطع نقدية من نوع 0۸ 100 . خطرت له 
ة * التحقق من مصداقية القطع ” فهتدى الى فكرة رائعة 


. قام برمي كل قطعة نقدية 100 مرّة وسجل النتائج فكان 
الجدول التالي 
| 2 


54 | 41 | 39 | 8 
46 | 59| 61 | 42 


1) باعتيار مستوى الثقة % 90 ٠‏ ماهي القطعة الني 

سيعتبرها أحمد مزيفة ؟ 

2) تفس السؤال السابق من أجل مستوى ثقة % 95 ؟ 
3) تفس السؤال السابق من أجل مستوى ثقة % 99 ؟ 
المحاكا تجري بالحاسوب 1000 عملية ب 100 رقم 


تعطي 1000 قيمة ل ”4 


محصور بين 1 و 5 


العشري التاسع للمحاكاة هو 0,0154 
21 كتبت لبنى أعداد طبيعية أصغر تماما من 10 على 


و 


1) لخص هذه المعطيات في جدول من عمودين 


2) أحسب الوسط الحسابي ٠‏ الثباين و الانحراف المعياري 
3) أحسب الوسيط و الربعيين 

4) أنشئ مخططا بالعلب لهذه السلسلة 

5) تتساءل عن مدى السجام أعداد لبنى المكتوية بطريقة 
عشوائية . من آجل هذا نقترح حساب * 4 

6) باستعمال الحاسوب أجرينا 1000 عملية لاختيار 50 
رقما محصورا بين | و 9 حصلنا على 100 نتيجة ل-47. 
قمتا بتلخيص توزيع قيم * 4 100 على مخطط بالعلب 


9 Me O, خمه إن‎ 
"e 


0.1274 3985 06774 1.0874 151412123 567 


ر 


متسجمةردوما ) ؟ 
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هل يمكن التأكيد بمجازقة 
تلقائية في انسجام العشوائية لديها 


[ يتناوب عمر وخالد على تسيبر مكتبة. 
آلاف العناوين من الكتب و لها مئات المنخره 
يشرف عليها من يوم السبت الى الإثنين و خالد يشرف' 
عليها يومي الثلاثاء و الأريعاء . لاحظ عمر و 
مشكلة اختفاء بعض العناوين من مكتبتهما » تتبعا الأمر 
خلال أسبوع فتحصلا على الجدول التالي 

الأربعاء | الثلاثاء | الإثنين السبت لع 
xj 16] 13 16] 27 28‏ 

× يمثل عدد العناوين المختفية في كل يوم . 

1) هل يمكننا القول بمجازفة بالخطأ مقدارها 1096 أن 
نهايةا أسبوع لها تأثير على عدد العناوين المختفية ؟ 
معطيات : نحاكي 1000 مرّة 100 رقم عشوائي محصوة 
بين 1 و 5 تعطي 1000 قيمة ل” 4 . العشري الاسع 

هو 0,0154 

لعبة الكرة والثقوب 

في لعبة ٠‏ نرمي كرة لتدور حول 9 ثقوب متمائلة مرقمة 
من 1 الى 9 ثم تستقرفي أحدها . 


4]4]1]7]2]3]5]2 
AEN ER ENEIE: 
EE DEDA S1 
5131615178 
IEA Ki EN Kf E1 
لامكا اللد‎ ES KI MEE] 
3|6|6|o9|lo9l7 
2|3|3|4|6|s 
41214151]9[ 6 
517131318] 5 
نظم هذه النتائج في جدول ( تواترات‎ )1 
47 أحسب‎ )2 


3) هل يمكن لسمد أن يؤكد يمجازفة 
أن الكرة مغشوشة ؟ 


نحاكي 1000 مرّة 50 رقم عشوائي محصور بين 1 و 
أ9 على جهاز الحاسوب تعطي 1000 قيمة ل* 4 . 
ا 100 7 على مخطط بالعلب أعطى + 


min 2, Me O, 
o | 4e 


يبه 
EAD TEE‏ 


م يضم صندوق 10 قريصات مرقمة من 1 الى 10 . 

ا سحب قريصتين على التوالي مع الإرجاح . 

) أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما 4 

2) أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما 4 علما أن 
مجموعيما 10 . 

زيمم في مدينة ما » 55 % من 


متهم مدمتون على شرب القهوة و 30 % مدخنون و 


السكان مدخنون و 45 596 


مذمنون على شرب القهمو 
م المدينة : 


. تأخذ عشوائيا رجلا واحدا من 


) إا كان هذا الرجل مدخنا » ما إحتمال أن يكون مدمنا 


على شرب القهوة أيضا ؟ 
2 اذا كان هذا الرجل مدمنا على شرب القهوة ماإحتمال أن 


يكون مدخنا أيضا ؟ 


l3 


أن يكون مدخنا أو مدمن على شرب القهو 


چ7 يضم صندوق ثلاث قطع نقدية . قطعة عاد 
رجه وظهر ) و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة 
مغشوشة بحيث إحتمال ظهور الوجه هو 3/1 . نختار 
عشه اثيا قطعة واحدة من الصندوق و نرميها مرة واحدة . 
أحسب ل إحتمال الحصول على وجه . ( يمكنك تشكيل 
الشجرة ) 

إا يضم كيس 10 كرات بيضاء و كرتين سوداوين . 
نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع . 

نرمز ب 8 للحادثة " الكرة المسحوبة في المرة الأؤلى 
ع 

و ب8 للحادثة “الكرة المسحوبة في المرّة الثانية بيضاء * 
- أحسب الإحتمال (,8)م ثم مباشرة (,8 / 2)8 


ا 


PBB) 
ليع 8:4 كيسان . يضم ۸ کر حمراء‎ 
الكيس 8 يضم 3 كرات حمراء و كرة واحدة‎ 
تسحب كرة من الكيس ۸ و نضعها داخل الكيين 8 ثم‎ 
. 8 نسحب كرة من الكيس‎ 
شكل الشجرة المناسبة‎ )1 
. ما احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون‎ )2 
ما احتمال الحصول على كرة حمراء في السحبة الأولى‎ )3 
. بشرط أن تكون الكرة الثائية سوداء‎ 


E‏ وش جم 


الصندوق و نضيف كرة بيضاء أخرى و ا 0 
نعيدها الى الصندوق مع إضافة كرة سوداء أخرى ثم 


1) شكل الشجرة المناسبة 
2) أحسب إحتمال الحوادث التالية : 

۸ 'يوجد 3 كرات سوداء في الصندوق قبل السحبة الثالثة * 
8 يوجد 5 كرات بيضاء في الصندوق قبل السحبة الثالثة" 
يتكون قسم من 25 % من البنات و 75 96 من 

الأولاد . 

نقترض أن 60 % من البئات و 30 96 من الأولاد هم 
تلاميذ جيدون . نأخذ عشوائيا تلميذا من القسم . 

1 - ما احتمال أن يكون : أ- بئتا 9 ب- ولدا ؟ 
ج- جيدا ؟ 

2- ماهو احتمال أن يكون ذلك التلميذ بنتا علما أنها عنصرا 
جيدا ؟ 

[[ يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من 1 الى 5 
و ثلاث كرات حمراء مرقمة من 6 إلى 8 و 
خضراوين يحملان الرقمين 9و 10 + 
- نسحب عشوائيا على التوالي دون ارجا 
1- أحسب إحتمال الحوادث التالية ؛ 5 
۸ * الكرتان تحملان رقمين فرديين * 
8 * الكرتان من نفس اللون ” 


ا اك 0 


2 * الكرتان من لونين مختلفين " 


£ * الكرتان من لوتين مختلفين و تحملان رقمين فرديين * 


3- علما اننا سحبنا كرتين من لونين مختلفين . ما إحتمال 
أن يكون رقماهما فرديين ؟ 
8( × ) ؛ ( ۲ ) راميا قوس › کل منھما يسدد سھما 


نحو هدف. احتمال كل منهما في إصابة الهدف 0,85 » 

0 على الترتيب . 

إا علمت أن : 

- إحتمالات إصابة الرامي ( × ) المناطق 111-11-1 
7100 

کی تركب و وو 

- إحتمالات إصابة الرامي ( ۷ ) المناطق 1 - 11 - 111 


تساوية . 


1- الرامي ( × ) يسدد سهمه ثلاث مرات متتابعة : 
أ- ما احتمال أن يصيب في كل رمية المنطقة 111 ؟ 
ب - ما العتئال أن يصيب المناطق 111-11-1 .بهذا 
ج ما احتمال أن يصيب المناطق 1 
كار أحد الراميين مع العلم أن احتمال اختيار الرامي 
( × ) ضعف احتمال اختيارالرامي ( لا ) ٠‏ 

ما احتمال أ 


SIH =I 


أ- في حالة تسديد رمية واحدة . تصيب هذه 
الر مية المنطقة 111 ؟ 

ب- كلما أن زمية واحدة قد مئتدت و أصابت المنطقة 111 
ما احتمال أن تكون هذه الرمية للرامي ( × ) ؟ 

لوو عمر و يوسف صديقان حميمان . تعاهدا على أن لا 
يقترقا آبدا ٠‏ حتى الموت . لكن يوسف المسكين يعاني من 
مرض خطير قال يشا: 
عشر ستوات قادمة هو 05 . 
- * لكل أجل كتاب * 
المدة هو 0.7 قأحسب 

-1- إحتمال أن يعيشا معا هذه المدة. 


أنه الأطباء أن إحتمال أن يعيش يوسف 


- إذا كان إحتمال أن يعيش عمر هذه 


-3 -إحتمال أن يعيش واحد منهما 
-4- إحتمال ان يعيش يوسف وحده هذه | 
-5- إحتمال ان لا يعيشا معا هذه المدة. 
-6- إحتمال أن لا يعيشا هذه المدة. 
-7- أحسب مجموع الاحتمالات التي حصلت 
ماذا تستنتج + 

يريد تلميذ حل معادلات من الدرجة الثانية . 
إذا علمت أن احتمال أن يكون مميز المعادلة الأولى سالب 


هو ٠‏ نفرض صحة الشرطين التالين : 


- احتمال أن يكون مميز معادلة ما سالب بشرط أن يكون 
مميز المعادلة السابقة سالب هو 


- احتمال آن يكون مميز معادلة ما سالب بشرط أن يكون) 


مميز المعادلة السابقة موجب أو معدوم هو = 


1- إذا كان التلميذ يريد حل معادلتين فقط(الأولى و "6 
أ- أكمل الشجرة ( العنكبوتية ) التالية 


المعادلة 


سي معرب رحا | 


المعادلة الأولى 
ب) لیکن × س 
معدوم من بين المعادا 
ج) أحسب الأمل الرياضياتي و التباين ٠‏ 
2- إذا كان يريد التلميذ حل ثلاث معادلات فقط 
( الأولى ٠‏ الثائية و الثالثة ). 
أ) ما احتمال أن يكون مميز المعادلة | 
ب) ما احتمال أن تكون المعادلات 


2) يرمي قاذقان '7 و $| 
الحادثتان ۸ * 5 يصيب الهدف " 
الجدول التالي يبين توزيع مختلف الزمر الدموية على عينة ‏ مستقلتان و احتمالاهما تيمو 
من الناس 


الترتيب. 
- أحسب احتمال الحوادث التالية : 
أ) 5 و7 يصيبان اليدف ب) 5 فقط بصيب 
ج) الهدف لم يصب د) الهدف يصاب 
ه) قاذف واحد يصيب الهدف 

(۸) 8(۰ ) صندوقان . الصندوق ( ۸ ) يحو 

8 5 كرات بيضاء و 5 كرات سوداء أما الصندوق ( 8) 

r‏ فيحوي 7 كرات بيضاء و 3 كرات سوداء و كل اكرات 

. متماثلة‎ e 

تسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق ( 8 ) و نسجل 
لونها و نعيدها الى الصندوق ( 8 ) الذي نسحب منه كرة 

أخرى و نسجل لوتها أيضا . 

5 1 - ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟ ١‏ 

تكون فصيلته موجبة ؟ 2- ما إحتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ۴ 1 

7-3 متغير عشوائي يرفق كل كرة بيضاء بالعلامة (+ ») 

و كل كرة سوداء بالعلامة ( - © ) ٠‏ 

أ- عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي تا ثم : 

عدد الآلات العلمية . احتمال وجود خلل في حاسبة أحسب أمله الرياضي ٠4:)06(‏ 

- عين قيمة العدد الحقيقي 04 حتى يكون 1 - (/4:)0 

4- نضيف الى الصندوق ( 8 ) ٠‏ 0-3 كرة سوداء 

و نعيد عملية السحب المبينة أعلاه ٠‏ 

أ- ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟ 

ب- كم من كرة سوداء ينبغي إضافتها الى 


38% 
6% 


1) أكمل الشجرة التالية 


RH — 


2) أخذ شخص عشوائيا من هذه العينة » ما احتمال 


تكون فصيلته سالبة علما أن زمرته 0 ؟ 


مصنع آلات حا وآلات حاسڊ 


عانية هو 0,05 أ حاسبة علمية فهو 0,03 


اث المراقب حاسبة واحدة عشوائيا . أحسب 


أحتمال أز 


)١‏ الحاسية عادية 


بصعي الصندوق ( 8 ) حتى يكون إحتمال سحب كرتين بيضاوئق' 
E‏ هو 0,25 ؟ x‏ 
4) الحاسبة عادية علما أن فيها خلل . يع يسدد رامي ثلاث رميات متتالية 
)١‏ 4 و 4 حادثتان مستقلتان . بين أن تحو هدف ( أنظر الى الشكل ) ٠‏ 
) 4و8 مستفلتان | ب) 6 و4 مظان إا طمت أن إحتمال إمناية 
ج) 4 و 8 مستقلتان هذا الرامي للهدف هو 0,7 ٠‏ 
-١‏ أحسب إحتمال أن يصيب 


الرامي الهدف ثلاث مرات ؟ 
2- أحسب إحتمال أن يصيب الرامي الهدف مرتين فقط ؟ 
3- أحسب إحتمال أن يصيب الرامي الهدف مرة واحدة 
على الأقل ؟ 

4- إذا علمت أن الهدف مقسم الى ثلاث مناطق (الشكل ) 
بحيث إحتمال أن يصيب هذا الرامي المنطقة (1) هو 0,1 
و احتمال أن يصيب المنطقة (2) هو 0,2 و احتمال أن 
يصيب المنطقة (3) هو 0,4 قأحسب احتمال . 

أن يصيب المنطقة (1) ثلاث مرات ؟ 


ب- أن تصيب كل رمية منطقة واحدة فقط ؟ 
5- ليكن تا المتغير العشوائي الذي يرفق إصابة المنطقة 
(1) بالعلامة 10 و المنطقة (2) بالعلامة 7 و المنطقة (3) 


بالعلامة 5 و إذا أخطأً الهدف كلية كانت العلامة صفر 


- عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي تا ثم أحسب 
أمله الرياضياتي و انحراقه المعياري 

في لعبة يرمي اللاعب زهرة نرد متجائسة مرة 
واحدة و كلما كان الرقم 


جا سامخ له بومية آخری و 


هكذا و تنتهي اللعبة بعد 10 رميات إجباريا أو يتوقف 


اللاعب عن الرمي تا 
1- ما إحتمال الحصول على رقم 
ما إحتمال الحصول على رقم فردي في الرمية الثانية؟ 
ذا آراد اللاعب أن يكون 


دي في الرمية الاولى؟ 


إحتمال حصوله على رقم 


ردي أكبر من 0.03 فما هو عدد الرميات الذي لا ينيغي 


4- تقتضي هذه اللعبة أن يدفع اللاعب 10۸ مقابل كل 
محاولة ( و لا يدفع مادام يحصل على رقم زوجي ) على 


أن يربح 50۸ إذا حصل على رقم زوجي . 
آ- ما إحتمال أن يريح اللاعب 12/1 20 ؟ 

ب- ما إحتمال أن لا يخسر و لا يريح ؟ 
5) تعدل اللعبة بالكيفية الثالية : صاحب الرقم الزوجي 
يربح 14 5 و صاحب الرقم الفردي يخسر 1(۸ 2 و على 
كل لاعب أن يحاول 3 مرات فقط إلزاميا . 

ليكن × المتغير العشوائي الذي يرقق كل محاولة بالمبلغ 
المحصل عليه . 


- عرف قائون الإحتمال ثم أحسب امله | 
و انحراقه المعياري . 

|[ يريد أحمد أن يتصل بسعيد هاتفيا لكنه - لسوء حظه 

نسي الرقم تماما ٠‏ ققرر عبثا القيام ببعض المحاولات و 

ذلك بتشكيل أعداد من 6 آرقام . إذا كان 7 هو إحتمال أن 

يصيب مبتغاه في المحاولة الأولى. 

تعطى النتائج على الشكل ( 7×10 ) 

1- أحسب ۲۴ . 

2- تذكر أحمد أمرا هاما ٠‏ الرقم الصحيح يضم رقمين 

زوجيين متمايزين فقط . أحسب أنث ۲ إن استطعت . 

3- بعد قليل تذكر أحمد شيئا آخر . من بين الأرقام الفردية 

فقط من مضاعفات 3.'إن كنت ذكيا' أحسب 


4- و ها هو أحمد بنفسه يؤكد لك أن الرقمين الزوجيين 

مجموعيما يساوي 10 . فهل بإمكانك الآن حساب 7 ؟ 

5- سأل أحمد أخاه علي . هل تعرف رقم هاتف سعيد ؟ 

ال علي : لا ٠‏ لكني أعرف أنه يضم أربعة أرقام فردية 

متساويان و متتابعان . ساعدهما أنت بحساب ۴ر 
6- و يصرخ أحمد لقد تذكرت . إن أحد الرقمين الزوجيينه 
هو 8 و ترتيبه الاول و الرقم الآخير هو 7 . هل تتكرم 

أنت بحساب 2 ؟ 

7- و بعد عدة محاولات إستطاع أحمد الإتصال بسعيد الذي 
ضحك كثيرا لسماعه القصة و قال له يا أحمد تذكر دائما أن 


مجموع أرقام هاتفي يساوي 30 و هو مكون من أريعة 
3 ة مثنى مثنى و متتابعة فإلى اللقاء ٠‏ 

- إن فهمت القصة قما رقم هاتف سعيد ؟ 

لت في دراسة خاصة بحالة سيارات مديئة ما -تبين أن ؟ 


6 12 من السيارات ذات مكايح ضعيفة 
- من بين السيارات ذات المكابح الضعيقة هناك % 20 


- إذا حصل ( ۸ ) على وجه و (8 ) على ظهر تتوقف 
اللعبة و يُعلن ( ۸ ) قائزا و يأخذ المبلغ المدفوح . 
- إذا حصل ( ۸ ) على ظهر و ( 8 ) على وجه تتوقف 
اللعبة و يُعلن ( 8 ) فائزا و يأخذ المبلغ المدفوع . 
- الحالات الأخرى تعتبر تعادلاء يضاعف اللاعبان ميلغ 
اللعب و يبدءان في المحاولة من جديد .و هكذا تستمر اللعبة 


0015 3 خرن ادها أو بد حصو التعاذل فن 
المرة العشرين و حينها يستعيد كل لاعب مبلغه المدقوع 


من أحل كل عدد طبيعي : محصور بين 1 و 20 نعتبر 


5 في المحاولة النونية بفوز ( 2 ) * 
8 " اللعبة تنتهي في المحاولة النونية بفوز ( 8 ) * 


/. * المحاولة التونية هي تعادل 
نضع : ( نام د , ند ١‏ (,7)8= لاء 


لامع 7 هو رمز للاحتمال 


1- أ- أحسب ,×+ ,۰۷ ,2 


اب- برهن أنه من أجل كل 


و 19 لدينا : 


العشوائي "1 * ميلغ اللعب أثناء 


المحاولة التي تنهي اللعية * ( أي المبلغ الذي يحصل عليه 
الفائز أو المبلغ الذي يتقاسمه اللاعيان في حالة انتهاء اللعبة 
بالتعادل ) . 

إذا توقفت اللعبة في المحاولة عا يكون حينها 2۸ ١١‏ . 

آ- حدد أكبر قيمة ل 1 . 

ب- أحسب (1-202)م. 

( يمكنك ملاحظة أن المحاولة التاسمة عشر كانت تعادلا ) 
ج- من أجل كل عدد طبيعي » محصور بين ١‏ و 19ء 
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قتر الحادثة * )2 ١=‏ " بدلالة ‏ 
p(T-2k)‏ 3 
د- أحسب الأمل الرياضياتي للمتغير الما 


في مدينة افتراضية كل يوم احتمال أن تمطر السماء 
هو 0.4 . قي خمسة أيام متتابعة قادمة ٠‏ ما احتمال أن 
تمطر السماء مرتين فقط ؟ 
المطلوب ... الجدية 


في مؤسسة يتكون فيها 12 متريصا . دراسة إدارية 


استنتجت أء احتمال غياب أحد المتربصين هو 4[ 70 
قصد محاربة الغيابات قر المؤطرون إلغاء التريص إا 
كان عدد المتربصين الحاضرين أقل أو يساوي 7 . 
إلغاء التربص ؟ 


بنت بأي ثمن ؟ 


سعيد غير سعيد فهو يحب أن يرزق ببنت , نفرض أن 


احتمال أن تنجب زوجته بنتا هو 054 . 
يتساءل سعيد كم من مرّة على زوجته أن تنجب حتى تكون 


نتسية حصوله على بنت لا تقل عن 99% . 


هل يمكنك مساعدته ؟ 
في امتحان شهادة بكالوريا كانت نسبة النجاح 96 40 
ما احتمال ضمن 5 أصدقاء مزشحين : 

1) أن لا ايكون أي ناجح ؟ 

2) أن ينجح واحد فقط ؟ 

3) أن يئجح إثنار فقط ؟ 

4) أن ينجح على الأقل إثنان ؟ 

5( أن يتجح الأصدقاء الخمسة ؟ 

عائشة ٠‏ فاطمة و خديجة ثلاث صديقات 
لامتحان شيادة اليكالوريا بحظوظ متفاوتة متد 
مجهودات كل واحدة خلال السئة 
إحتمال نجاح قاطمة 0.9 وإحتمال 


2- تنجح واحدة منهن على الأقل. 

3- تنجح صديقتان فقط. 

4- تنجح صديقتان من بينهما فاطمة 

[]_ نرمي زهرة نرد عادية أربع مرات متابعة. 

1- أحسب ۴ إحتمال أن يكون عدد مرات ظهور رقم 

زوجي يساوي عدد مرات ظهور رقم فردي 

| 2- أحسب 'م إحتمال أن يكون عدد مرات ظهور رقم 
زوجي أكير تماما من عدد مرات ظهور رقم فردي. 

3- أجب عن السؤالين (1) و (2) من أجل خمس رميات 


4- نرمي زهرة النرد هذه © مرة . أحسب ۴ . 
يطرح على المرشح ثلاثة سوال 
أجوبة مقترحة متشابهة › واحدة منها فقط 


وع في إحدى المساب 


صحيحة .قدم المترشح إجابة عشوائبا و دون تفكير . 
1) ما إحتمال أن تكون إجابته صحيحة ؟ 

2) المسابقة مكونة من 5 أسئلة من الشكل السابق . 
أ) ما احتمال أن يقدم هذا المترشح إجابة صحيحة عن : 


- 3 أسئلة ؟ - 4 أسئلة ؟ 


5 أسئلة ؟ 

ب) إذا كان النجاح في المسابقة يقتضي الإجابة الصحيحة 
عن 3 أسئلة على الآقل . ما احتمال نجاح هذا المترشح 

يعتمد على العشوائية في الإجابة ؟ 

ج) ما احتمال نجاح مترشح آخر يملك الإجاية الصحيحة 


عن سؤالين من الخمسة ؟ 


1) نرمي حجري نرد عاديين مرة واحدة . 


الحصول على رقمين مجموعيما أكبر أو 
يساوي 10 ؟ 

2) ترمي الآن حجر النرد 5 مرات متتابعة و ليكن × عدد 
المرات التي نحصل قيها على رقمين مجموعهما أكبر أو 

يساوي 10 في خلال خمس رميات . 

- عرف قانون الإحتمال ل × و احسب آمله الرياضياتي 
و انحرافه المعياري . 

يحب مراد صناعة النكت لكنه للأسف لا يوفق أحيانا 
افي تشكيل النكتة المرحة حيث احتمال أن تكون النكتة هو 
0,05. 


کا 


علما آنه يشكل تكتة كل يوم أحسب إحتمال أن يشكل 
مرحة : 
1) قي أسبوع. 2) في شهر(30 يوما) 3) في سنة(365 


يوم) 


انرمي قطعة نقود عادية 0 مرّة . بداية من أية رمي 
يصبح احتمال الحصول على وجه واحد على الأقل أكبر 
تماما من 9896 ؟ 


إليك الشكل التاا 
8 ي 20cm‏ 


20cm 


نضع عشوائيا نقطة على هذا الشكل . احتمال أ تكون 
النقطة في جزء ما هو نسبة مساحة هذا الجزء الى مساحة 
المريع . 

)١‏ أ) أحسب (7)/2 احتمال أن تكون النقطة على القرص! 
الأخضر '2 . 

ب) أحسب (,5) احتمال أن تكون النقطة على الجزء 
,؟. من القرص الأصفر الكبير ٠‏ 

2) من أجل القيم التفريبية التالية 0,008 > (/)/ 
و pS, ١0785‏ مع (6:7:8 ,45 :12:3 kef‏ 
نعتبر اللعبة التالية : 

- إذا كانت النقطة على القرص 0 نربح 5۸ 10 
- إذا كانت النقطة على الجزء رل 
}71:2:3;4,5:6,7:8{€ » 
- إذا كانت النقطة تقع في المنطقة +1 الحمراء تخسر 5۸ 4 
نرمز ب للمبلغ المحصل عليه من هذه اللعية ٠‏ 
) أحسب ( 7)۸ ثم أحسب الأمل الرياضياتي 


تريح 1624 مع 


على مبلغ موجب أو معدوم . 
ج) ليكن © عدد طبيعي أكبر أو يساوي 2 . نلعب ‏ مرّة 
متتابعة أي وضعنا ١‏ نقطة عشوائيا و بكيفيات مستفلة داخل 
المريع . أحسب الإحتمال ,م للحصول على نقطة واحدة 
على الأقل داخل القرص "2 . 

- حدد أصغر قيمة ل 5 يكون من أجلها 0,9 < ,2 
ترمي 12 حجرة نرد مرة واحدة و تسجل عدد مرات 
ظهور الأرقام 4 › 5 أو 6 و ليكن ×. 


1) أصب ×و ٩‏ 


2) نقوم الآن برمي الأحجار الإثني عشر ٠‏ 6500 مرّة 
متتابعة و نسجل قيمة × في كل مرة ( أنظر الجدول ) 
| 2 | ]| 6 5 
31 | 711 | 302 | 103 | 14 | 1 7 
s7 | 8 |S IOI EE‏ 
3 | 21 | 117 | 391| 844 | 1351 | 1411 
أحسب × و © من أجل النتائج في الجدول و قارنها مع 
تتائج السؤال (1) 


3) أصب نظريا عدد المرات الموافقة للقيم ,7 


3 | يضم صندوق 5 قريصات.4 سوداء و واحدة بيضاء. 
1) تسحب من الصندوق 6 قريصات على التوالي مع 
الإرجاع .ليكن × عدد القريصة البيضاء المسحوبة. 
- عرق قانون الاحتمال ل × و احسب أمله الريا 


و انحرافه المعيار 


2) تقوم الآن بالسحب ١‏ مرَة ( بنفس الكيفية السابقة ) . 

ليكن , 1 عدد القريصة البيضاء المسحوية. 

- عرق قانون الاحتمال للعدد , ١‏ و احسب آمله 

الرياضياتي و انحرافه المعياري . 

3) ليكن ١,‏ العدد الحقيقي ۳ الذي يمل تواترات 
7 

ظهور القريصة البيضاء 

- عرف قانون الاحتمال للعدد ١,‏ و احسب أمله 

الرياضياتي و انحرافه المعياري . 


التكن ( ,7) المتتالية العددية المعرفة من آجل . 
كما يلي ج ,= ,7 


- تحقق أن المتتالية ( ,/) هي هندسية يطلب تحديد 
أساسها . أكتب ,/] بدلالة 7 


11) نعتبر حجر نرد ۸4 و / حيث 4 يحوي 3 أوجه 
حمراء و 3 أوجه بيضاء بينما يحوي # ۰ 4 أوجه حمراء 
و وجهين أبيضين . نأخذ عشوائيا أحد الحجرين و نرميه » 
إذا حصلنا على وجه أحمر تحتفظ بنفس الحجر و إذا 
تحصلنا على وجه أبيض نغير الحجر و نرمي مرّة ثانية و 
هكذا .. نسمي ,4 الحادثة * نستعمل الحجر 4 في الرمية 
« "و ,4 الحادثة العكسية لها كما نسمي ,۸ الحادثة * 
نستعمل الحجر ۸ في الرمية ٠ ١‏ و ,۴ الحادثة العكسية 
لها و نرمز بالرمزين ,4 ٠‏ ,” لاحتمالي الحادثتين 

و R,‏ على | 
١)عين‏ ,4 و ر ( يمكن استعمال شجرة الاحتمالات ) 
2) بملاحظة أنه من أجل كل 1< 7 يكون 

R, - ) 4, 0R, (R, ^A)‏ و بين أن 


Ana = (A, لح‎ )u( 
1 1 ۹ 

4) استنتج أجل كل 1< « يكون ‏ ۾ ٣ج‏ 
أكتب ,ي بدلالة 7 


5) استنتج عبارة ,م بدلالة « ثم أحسب ,7 


فصل الصيف الأجهزة ٠‏ 
نملم أن %20 من الأجهزة هي تحت 
الأجهزة التي تحت الضمان يكون 


1) أحسب احتمال الحوادث التالية : 
* المدقئة تحت الضمان و هي غير صالحة " 
8 * المدفئة غير صالحة * 

2) قي سكن ما المدفتة غير صالحة . بين أن احتمال أنها 


ليكن × قيمة ثمن تكلفة مراقبة مدفتة . عين قانون احتمال 
× ء آمله الرياضياتي 

يضم صتدوق 10 كرات مرقمة من 0 إلى 9 يطلب 

ى التوالي دون إرجاع . 

إ. × ) هي النتائج مرتية حسب رتية سحبها 


]- أحسب احتمال الحصول على النمط الت 


* النمط الأول ( < = بر = ×) و ليكن (17)1 


* اتنمط الثاني ( ±± ب = × ) و ليكن (7)2 
* النمط الثالث ( بر2 = :) و ليكن (3)م. 
* النمط الرايع ( ا z‏ > ب ) و ليكن (0)4. 


p5) 


ل . × مختلفة مثنى مثنى ) و لیکن 


2- أحسب (ك)م + (4)م + (3)م + p)2(‏ + (1)م . 


3- لذا علمت أن اللاعب يربح 138 100 إذا سحب النمط 
الثاني أو الثالث أو الرابع و يخسر 0۸ 4 إذا سحب النمط 
الأول أو الخامس . 

أ- عرف قائون الاحثمال للمتغير العشواني ١‏ الذي 
يرفق كل عملية سحب بالميلغ المحصل عليه . 

ب- أحسب الأمل الرياضياتي - 


7 


قي صحن بني × حبة من النوع ۸ و «- 0 
من التو ع 13 و في صحن آخر أبيض وضعت ‏ 
× -10 جبة من النوع ۸ و × حبة من النوع 8. 
أخذ ابنها الصغير حبة من الصحن البني و وضعها 
الصحن الأبيض فجاء أخوه الأكبر و أَحَذ حبك 
من الصحن الأبيض و وضعها في الصحن البني 
نسمي 7] الحادثة " الصحنان يحويان نفس العدد مر 
حبات الحلوى بنوعيها قبل و بعد تدخل الابن 


قي 


الاصغر " 
1) أنشئ الشجرة المثفلة لترجمة الوضعية من أجل 
4 = × . أحسب (72)12 


2) برعن أنه من أجل كل × من [ 10 ;0 ] لذينا 

+20 +10 
110 

3) حل المتراجحة ( )م <(2)5 

ة ل × يكون للابن الأصغر الحظ الأكير 

في أن لا تعرف الحبة التي نقلها من قيل أخيه الأكبر Ê‏ 

4) من أجل أي قيمّة ل عاء. يكون (121) 5 

قيل انطلاق الألعاب الأولمبية الرياضية تجرى 

فحوصات و تحاليل على الرياضيبن من قبل لجنة رمي 3 

لكشف المنشطات المحظورة 

علما أن هناك منشطات لا يمكن التمرف عليها للا 

مختلفة و آخرى مجهولة لدى الرياضيين فاللجنة | 

قراراتها بسلبية التحاليل أو إيجابياتها مع 

للخطا 


-(:1)م 


1 


.0 الحادثة * تحاليل الرياضي موجية * 
8 الحادثة " اللجنة ارتكبت خطأ " 

1) في هذا السؤال نفرض أن 50% من الرياضيين غير 
مستعملين للمنشطات و احتمال أن تكون تحاليل الرياضي 
موجبة مستقلة عن الحالة الحقيقية للرياضي 

تتبعتا تحاليل عينة من الرياضيين فوجدنا أن 20% منهم 
قال بشأنهم اللجنة أن تحاليلهم كانت موجبة .أخذنا رياضيا 
عشوائيا من هذه العيقة. 

أحسب احتمال 

أ) أن يكون الرياضي غير مستعمل للمنشطات إلا أن اللجنة 
قالت أن 
ب) أن يكون الرياضي مستعمل للمنشطات و اللجنة قالت 
أن تحاليله سالبة . 


اليله موجبة 


ج) الحادثة 5 

2) في هذا السؤال لضع م تواتر الرياضيين المستعملين 
للمنشطات و الذين آجريت عليهم التحاليل 

نقرض أن احتمال الإعلان عن تحاليل إيجابية لا يعكس 
الحالة الحقيقية 

- احتمال الإعلان آن تحاليل ما ألها إيجابية هو 0,9 

- احتمال أن يعلن أن تحاليل رياضي غير مستعمل 
.للمنشطات ايجابية هو 0.1 

أخد رياضيا عشوائيا 

]) آنشئ الشجرة المثقلة 

ب) أحسب احتمال 8 

ج) أحسب بدلالة م » احتمال أن يعلن أن تحاليل هذا 
الرياضي موجبة 

د) نهتم باحتمال أن تكون التحاليل الثي أعلن ألها موجبة 
تعكس تماما حلة الرياضي المستعمل للمنشطات نرمز له 


: مويه 
بالرمز (م)؟ عرد Arr‏ 


حل المتراجحة 0,9 <(م) /ر. 
قستر هذه النتيجة. 


ا 


07 فقط صحيح 
لكر و 5 حانقتان من فضاء احتمالي حت 
P(A) - 0,‏ « 04 - (ظ)م و P(A UB)=0,2‏ 
1) قيمة الاحتمال (7/ لا 2)24/ هي : 
1,1(b 0,9 (a‏ (0,6 
2) قيمة الاحتمال (6/3 4)م هي : 
02(b 0,8 (a‏ .0,14 
قيمة الاحتمال (08 )77 هي : 
O,1(b 0,8 (a‏ )0,3 
قيمة الاحتمال ( 8ں 4) هي 
0,9(b 0,8 (a‏ 0,1(6 
[&] جواب واحد على الأقل فقط صحيح 
تجرية تتبع قانون برنولي حيث احتمال النجاح هو ۴ و 


احتمال الإخفاق هو و 
p <1 (a‏ 
دم 
P>q (e‏ 
p <0,5 (d‏ 
pP=1l-q(e‏ 
[] في كل سؤال جواب واحد فقط صحيح 


التقويم تلاؤم توزيع تواترات ,/ لتجربة عشوائية دّات 


مخرجا ٠‏ 4 الذي يساو 
EC, =F) (a‏ 
Se‏ 
6 4 = 
6( مرج 


المطعمين » % 10 لت 
تختار شخصا عشوائيا مطعما » احتمال 
للحساسية هو : 
م P47)‏ 
6 )27 
P4) (‏ 
(d‏ 0,10 
(e‏ 0,05 
(f‏ 0,6 
۸ 8 حادثتان مستقلتان 
NB)=P(A4)x p(B) (a‏ ام 
(b‏ رام P,(B)=‏ 
(e‏ نام P,(4)=‏ 
P(AUB)=P(4)xp(B) (d4‏ 
P(B)=1-p(4) (e‏ 
[] في مطعم % 60 من الماكولات سمك ( 5 ) 
% 20 من المثلجات ( 6 ) و 96 30 ليست أسماك و لا 


متلجات : 
(a‏ 0,40 (6)م 

uG)=0,8 (b‏ كام 
0G) =0,1 (e‏ كام 


¬G)=0,5 (d‏ كام 


(e‏ ^$ ; م $ غير متلائمتين 


1.الدوال: 
]. تمثيل ذالة : 
نعتبر الدالة / المعرقة على 8 ب : 2 - *- تر - (2)ر 


1 . قراءة القاصلة > لنقطة تقاطع المنحني مع محور الفواصل: 
[Hu © 555 FH ©‏ © عن صة © اضنط مرة أخرى على ]| 
عين فاصلة أصغر من ب من ثم انقر ا و نقرأ1,6956208-© 
ثم انقر 


RENEE 
B8: 


S106 =0 E 


ee ota Doz TES 


9 2 
i: BBE REK 


ES Elo‏ ا 


max =100 «< Y min 2-5‏ لا 


وتحدد الخاصية |5©0: 

31 .لكتابة نا نضغط 
7 

Te Pate FRE 


IBIS 10+ 


تسا 
Em™=‏ 


4.الإحصاء: 


فيما يلي نعتبر السلسلة الاحصائية التالية 


700 
57 


أ 
EDIT 6‏ 


و اتمم القوائم 


600 
١ 815 


J sum( 


8 عسات المقاييس: 


ا 

3 التواترات في 1-4 » فتسجل النتائح في‎ ETT 
1 1-4 حدد 4 ثم ا العمود‎ MATHS 
1 EI (2)2 2 
١ )1( 3(3-ا) ثم‎ E )2ٹ(‎ 2 
2 


cow e.‏ لس لح 


1.متتالية معرقة بعلاقة تراجعية: 


* تمثل المتتالية (,/4) المعرفة على 14 ب: 0- ,4 و من جل كل عدد طبيعي 7 +1١‏ ,ا = رر 


eo (anc, ©‏ & 
و تتمم كما یلی: (TABL)‏ 
ELS‏ 1 
5 
و 
oar Ey mp 277 EF 72+‏ 
2 من الشكل :ى 5 
» نمثل المتتالية (,)7) المعرفة على !۸ ب: 1-4 3- ”2 = ,1 
© الا (vre) Bl 9 © (RECURS‏ © 8 روحمم 
(,) .تكمل ,۾ 
30 ا من آجل م 
R 1 E |‏ 
ES TET‏ 
3 ب n=‏ 


(TASL) 


SEL EY EP RON EEF 756 


BÎ Wo 


Ui 3 
e Window 


3. الدوال: فيما يلي نعتبر الدالة / المعرفة ب: 1+ 2:2 + ##-- («)/ر 


» تمثيل دالة: 
(GRAPH) 5 EEN ©‏ 26 525 
ياست من أجل × (DRAW)‏ 

arch. 
mmm HR en) 
قراءة الفاصلة /0 لنقطة تقاطع المنحني مع محور الفواصل:‎ » 
 ةلصاف نقرأ‎ © (roon) gy كك وي‎ © 


01 


| 


Yao‏ _امواوموومة قمر 


4. الإحصاء 


فيما يل السلسلة الإحصائية التالية: 
0 | 370 | 360 | 350 | 340_ 1 330 320 
8 | 19 2 | 24 | 19 | ا رار 
(STAT 2 0 ©‏ هار الت E O IY‏ ر السود 14 
و أتمم ا3 التواترات في 4 ] »نحدد يتمم 


| 
فى الأعلى 14 و:‎ sr) @ 
قا ىن كه‎ ١ 255-80 
)( EI 599 3 (sr) © 2 (usr) 
a 


22:22:22 


حساب مقاييس النزعة المركزية و مقاييس التشتت: 


X ava) 1 E © (List) J: (sev) © ممع‎ 6 
3 2 | 1 ca 


و الانحراف الممياري 0/1 3 


. الكقاءات المستهدقة 


الأعلى أو محدودة من 
الأسقل أو محدودة. 


- التعرف إن كانت متتالية 
رتيبة. 


إن كانت متتالية 


- التعرف على متتالية معرفة 
بالعلاقة التراجعية 

8+ ,ناه = ,1 وحساب 
حدودها. 


- البرهان بالتراجع على 
صحة خاصية في حالة 


- تبيان أن متتاليات محدودة من | ب 


الدالة / في حالة متتالية حدها 
f (n)‏ دس 


نعتمد في دراسة المتتاليات المقاربلا 
o‏ ا 


المحدودة والمتتاليات الرتيبة والتي 
يمكن تجسيدها باستعمال الحاسبة أو 
المجدول. 

نتناول بالخصوص حالة متتاليات 
هندسية. 


نجعل التلميذ يدرك أن المتتالية (,») 
حالة خاصة 

للمتتالية التراجعية (,") ٠,» > f‏ 
مع / الدالة التآلفية 8+ جه جم نز. 
ندرس رتابة المتتالية (,») حسب 
الدالة “رء كما ندرس تقاريها 


حيث +١‏ ,اا = 


= 


ا( و 
مثال: دراسة إيداع رصيد 
سحب سنوي لمبلغ معن . 
نختار دستورا بسيطا (متل مم 
عددا أوليا الأولى» : 
الأولى» ...) لتاسیس 
بالتراجع. 


الاستمرارية والمعادلات: 
تظرية القيم المتوسطة. 


مقهوم دالة مركبة. 


| اشتقاق دالة مركبة دالتين. 


- فهم خاصية القيم المتوسطة 
وتطبيقها في البحث عن 
الحلول المقربة لمعادلات من 
الشكل: ۸4=(×) ٠.‏ 


- تعريف مركب دالتين. 


- التعرّف على دالة كمركب 


دالتين بسیطتین. 


- حساب '(/.: ) في حالة / 


النتائج على نهايات مجموع 
1 جاه OER‏ ف 
النظريات المتعلقة بنهايات 


عند . 


دالة كثير حدود أو دالة ناطقة 


نذكر هنا ترابط الدوال المرجعية | 
المدروس في السنة الأولى. 

نركز على شرط وجود دالة مركب 
دالتين. 


يعطى مثال لحساب (,»)'(/ ) في 
حالة يسيطة (/ دالة خطية و ۾ دالة 
مرجعية أخرى). 

يقبل الدستور الذي يعطي 

(,::)'(/ + ) في الحالة العامة لدوال 


المستقيات المقارية: الوضع 
التسبي لمتحن والمستقيم 
المقارب. 


الدوال الأصلية لدالة على 


الدالة اللوغاريتم 
الدالة الأسية: 
الخواص المميزة؛ المشتفةة 
التمثيل البياني؛ السلوك 
الثقاربي۔ 


النيبيري؛ 


الكتابة " 


- تعيين المستقيمات المقاربة 
الموازية لمحوري الاحداثين. 

- اثبات وجود مستقيم مقارب 
مائل بالنسبة إلى منحن ممثل 
لدالة وتعيين معادلة له في 
حالة دالة / معرفة كما يلي: 
(x)=ar +b +(x)‏ / 
وتحديد الوضع النسبي 
للمنحني والمستقيم المقارب. 


- تعريف دالة اصلية لدالة على 
مجال: 
- تعيين دالة أصلية لدالة تحقق 


- حساب /7(0)/ 1" 


- حساب القيمة المتوسطة لدالة 
وتفسیرها. 


تعريف الدالة اللو غاريتم 
أو الدالة الأسية 


- استعمال حاسية لحساب قيم 
دوال لوغاريتم نيبيري أو 
دوال أسية. 

- حل معادلات ومتراجحات 
تتضمن لوغاريتمات أو 
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الخواص المميزة لكل | ت 


٠ e‏ يديت 


التلميذ على قراءة جدول المشتقات 
عكسيا 

تعطى أمثلة لدالة أصلية لدالة تحقق 
شرطا معينا من مجال الاقتصاد 


(العلاقة بين الكلفة الهامشية والكلفة 
الإجمالية). 
انطلاقا من مثال بسيط (دالة تآلفية أو 
الدالة مربع)» » نربط بين الدالة الأصلية 
ومساحة الحيز تحت المنحني الممثل 
لدالة. نقبل بتعميم النتيجة بالنسبة إلى 
دالة مستمرة وموجبة على عد 
وندخل كتابة التكامل ك()⁄ | في 
الحالة العامة. 7 
على شرح دور المتغيرا فيا ]| 
هذه الكتلية كما ندخل الكتابة 


الدالة اللوغاريتم للاساس 
© مع 1ه و f‘a>0‏ 
الدالة اللوغاريتم العشري. 
الدالة الأسية للأساس ۾ 
مع 0<0 و (*«ك؟؛ 


الدوال القوى. 


التزايد المقارن للدوال 
اللوغاريتم والقوى والأسية. 


2. الإحصاء والاحتمالات 


المحتوى المعرقي الكفاءات القاعدية 
٠‏ الإحصاء - تعريف سلسلة إحصائية 
السلاسل الإحصائية المتغيرين عدديين. 
ا 8 
Ber‏ 07 ة | ةا“ 
ة تقط؛ النقطة عدديين بسحابة تقط. 
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آسيات. 

- حساب نهايات جداءات أو 
حواصل قسمة يتدخل فيها 
كن دسا .exp(x)‏ 

- دراسة دوال من الشكل 
Insu‏ أو دجت 

- استعمال الكتابات المألوفة 


.e“ log x «e درك‎ 


- حل مشكلات متعلقة بإيداع أو 
اللوغاريتمات أو الأسيات. 


معرفة وتفسير النهايات: 
nsx‏ 


=0 


lim, x n x 0د‎ < lit 


lim xe" =0 < liı 


بالنسبة إلى إدخال الدالة (×) مده و 
٠‏ نقبل بوجود دالة تسمح بإرفاق 


× العدد ×. 
المشهورة. 


نبيّن لماذا يوافق اللوغاريتم العشري 
لعدد طبيعي عدد أرقامه وأهمية 
المقاييس اللوغاريتمية. 

تعطى أمثلة من مجال 
و الرياضيات المالية. 
نجعل التلميذ يلاحظء انطلاقا من 
التمثيلات البيانية للدوال :دم/ جم د» 
"re"‏ جار حيث م عند 
طبيعي غير منعدم: أن هذه الدوالك 
تؤول كلها نحو +٥‏ عندما +٤٥‏ ج 2م 
لكن سلوكها مختلف ومن ثم استنتا 
التزايد المقارن لها: في اللانهاية؛ 
تتفوق الدالة الأسية على الدالة " قوة " 
والدالة " قوة " على الدالة اللوغاريتم. 
في هذا المجال يمكن استعمال الحاسبة 


الاقتصاد 


البيائية أو المجدول لتجسيد هذه 
السلوكات. 
توجیهات وتعالیق 


تعطى أمثلة عن سلاسل إحصائية 
لمتغيرين عدديين مثلء القامة والوزن؛ 
الأجرة والسّن لمجتمع معيّن. 7 
في معلم متعامده نستي سحابة قط 2 
مجموعة النقط (ر:×) 44 حيث 
هما متغيرا السلسلة. 
نقصد بالنقطة المتوسطة 


المحاكاة: 

تلاؤم E‏ 
مع قانون متساوي 
الاحتمال. 


SM +‏ 
/» حيٿ ۸1 هي 
قط السسحابة ذات اللات ( | || 
و / هي نقط المستقيم ذات الاحداثيات | 
.(x,:ax, +b)‏ 1 
نقبل بوجود مستقيم (يسمّى مستقيم 
الاتحدار بالمربعات الدنيا) يشمل النقطة 
المتوسطة للسحابة ويجعل المجموع ؟, 
أصغريا. 

نحصل على معاملات المعادلة 
المختصرة لمستقيم الانحدار بالمربعات 
الدنيا بالدساتير الآتية والتي تقبل دون 


الاحتمال الشرطي. 


الشجرة المتوازنة. 


استفلال حلاثتين. 


الأمل الرياضي والتباين 
والانحراف المعياري 
المرققة يقانون احتمال 
عددي. 


قانون يرنولي. قانون 


بتجربة عشوائية لها عدد منته 
من الامكانيات. 


- حساب احتمال حادثة علما 
حدوث حادثة أخرى. 


- حساب الأمل الرياضي والتباين 
والانحراف المعياري المرفقة 
بقانون احتمال: 


تعريف قانون برنولي وقانون 
ثنائي الح واستعمالهما لحساب 
احتمالات حوادث. 


وجو ` 


إلى حالة تساوي الا 
احتمالات الحوادت الب 
نميّز بين الستحب 


الميدا الضربيء بتعنى أنه 08 !61 
حوادث مستقلة يكون احتمال - 
نتائج هو جداء احتمالات كل نتيجة. 

فاهيم الأساسية انطلاقا 
ائية متقطعة ن 


يهمنا فيها 
(النجا 
ل 


ايل الكهب الدريية 
الابتدائ-المتوسط-الثانوي 


و کہ العنا 0 التعليمى 


